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Aus varf Swinden’s Elementen der Geometrie. 


Aus dem ersten Buche, 

liatideim] 

Von den allgemeinen Eigenschaften gerader Linien u. s. w. 

1 . Erklärung. Betrachtet man den Kaum nur in Bezug 
auf seine Ausdehnung in die Länge, ohne dass man auf Breite 
und Dicke Kficksicht nimmt, vielmehr diese beiden letztem Eigen- 
schaften als nicht vorhanden sich denkt, so kommt man zu der 
Vorstellung einer Linie. 

2. Erklärung. Die Grenzen der Linien und ihre Durch- 
schnitte unter einander werden Punkte genannt. 

3. Erklärung. Eine gerade Linie ist eine solche, die 
durchweg eine gleiche Lage zwischen ihren Endpunkten hat. 

4. Grundsatz. Gerade Linien, welche zwei Punkte ge- 
mein haben, stimmen ganz überein. 

5. Grundsatz. Zwei gerade Linien, die von demselben 
Punkte BUB gezogen werden oder sich schneiden , haben nichts 
gemeinschaftlich, als den Schnittpunkt, welcher beiden Linien zu- 
gleich angehört. 

6. Grundsatz. Gerade Linien, welche in ihren End- 
punkten übereinstimmen , die also ganz übereinstimmen , sind ein- 
ander gleich; und umgekehrt: Gerade Linien, die gleich sind, 
decken sich, wenn man ihre Endpunkte aufeinander legt. 

7. Forderungssatz. Man fordert, dass es möglich sei, 
von einem i^unkte zu einem andern eine gerade Linie zu ziehen. 

8. Forderungssatz. Man fordert, dass es möglich sei, 
eine gerade Linie beliebig weit zu V'erläugern, so dass sie entweder 
gleich einer gegebenen Geraden , oder grösser als dieselbe werde. 

d« Niem, Aa<; v äwinden's £lem. d. Geom. 1 
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9. Ford er ungssatz. Man fordert, dass man von einer 
geraden Linie ein Btück abselnieiden könne, welclies gleich einer 
andern gegebenen Geraden stö , die kleiner als (He erstere ist. 

10. Erklärung. Eine krumme Innie ist eine solche, 
welche eine durchweg ungleiche Lage zwischen ihren l’unkten hat. 

11. Erklärung. Ein Kreis ist eine ebene Figur, welche 
von einer einzigen krummen Linie begrenzt wird ; diese Linie heisst 
Umkreis oder Kreisumfaug. Der Umkreis is^ so beschaffen, 
dass alle geraden Linien, welclte man von beliebigen Pnnkten des- 
selben nach einem innerhalb gelegenen Punkte zieht , und in wel- 
chem sie also Zusammentreffen, gleich sind. Dieser Punkt heisst 
Mittelpunkt oder Geutrum; die genannten gleichen geraden 
Linien fiihren den Namen Strahlen oder li adieu. 

12. Forderungssatz Man fordert, dass es möglich sei, 
aus einem bestimmten Punkte als Mittelpunkt mit einem bestimmten 
Strahl oder Radius eineu Kreis zu beschreiben. 

13 Grundsatz. Wenn man aus den beiden Endpunkten 
einer geraden Linie als Mittelpunkten zwei Kreise beschreibt mit 
Radien , die entweder ebenso gross oder grösser als jene Gerade 
sind , so schneiden sich die Kreise. 

14. Erklärung. Fläche ncunt mau einen Raumtheil, 
welchen man nur mit Rücksicht auf die Ausdehnung in die Länge 
und Breite betrachtet, von der Dicke aber gänzlich absieht. 

14. Zusatz. Die Grenzen der Fläche sind Linien, krumme 
oder gerade. 

15. Erklärung. Eine ebene Fläche oder Ebene ist 

eine solche, welche zwischen ihren Grenzen durchweg dieselbe 
Lage hat. > 

IG. Erklärung. Die gegenseitige Neigung zweier Linien, 
die in derselben Ebene liegen und verlängert werden, bis sie sich 
in einem Punkte schneiden, wird ein ebener Winkel genannt. 

10. A n mv r k II II): Ö. M;in liciirthfill il'ui Oleiihhcil zweier Winkel niis 
ihrer lleckiiiig. Sie sitiil ii.ninlieli gleich, wenn, iiiileiii iiiiin dieselheii so aiifeinanili r- 
legt, (lass .S|iilzc auf Sjiilze iinil ein Schenkel dei einen liiiies eines Schenkels des 
andern zu liegen kuiuinl, der niiderc Schenk«! de.s erstem mit dem .indem Schenkel 
des letzlcrn ziisammcnfnilt und inühiu dieselbe .Neigniig linl. Kindel dies niclil 
Slalt, so isl derjenige Winkel der grossere, dessen zneiier Schenkel aiisserhalh der 
heiilen Schenkel des nndei n Winkels rallt. 

17. Erklärung. Wenn eine ger.ade Linie eine andere 
dergestalt trifft, da.ss sie mit ihr am Eiuiällspunkte gleiche Winkel 
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bildet, so werden diese Rechte genannt; von der einfnllenden 
Linie selbst sagt man: sie stehe senkrecht anf der andern; man 
nennt sie Loth oder Perpendikel. Ein Winkel, der grö.sser 
als ein Rechter ist, heisst stumpfer Winkel, nnd ist er kleiner, 
spitzer W' i n kel. 

18. Grundsatz.' Unter allen Geraden, die sich von einem 
Punkte nach einer gegebenen Linie ziehen lassen , ist immer eine, 
die senkrecht auf ihr steht; dasselbe findet Statt hei den Geraden, 
die von einem Punkte einer gegebenen Linie ans gezogen werden. 

19. Lehrsatz. Alle rechte Winkel sind einander gleich. 

Beweis. Man nimmt an, dass die Linie CB IFig. 1.) die 

Linie AJ so treffe, dass sie mit ihr gleiche Winkel, zlABC = 
^ CBJ , bildet , welche eben Rechte genannt werden. Dasselbe 
nimmt man in Betreff der Linien GE und DF au, so dass also 
^ GED = zlGEF, welche Winkel gleichfalls Rechte heissen. 

Nun denkt man sich den Punkt E auf den Punkt B und GE 
längs CB gelegt , so muss auch , um zu heweisen , dass der rechte 
Winkel GEF = dem rechten Winkel CBJ sei, DF längs AJ fidlen. 
Fände dies nicht Statt, sondern fiele DF etwa wie in der Figur 
angegeben , so wäre : 

.^DBC > ZIABC 
^ ABC = ^ CR7 
folglich DBC > ^ CBJ 
DBC = ^ CBF 

folglich CBF >■ CB.I , was ungereimt ist. 

19. Zusatz 1. Da alle rechten Winkel einander gleich 
und eine bestimmte be.ständige Grfisse haben, so geben sie ein natür- 
liches Maass ab, welches zur Bestimmung der Grösse aller andern 
Winkel dienen kann. 

29. Lehrsatz. W'enn eine gerade Linie eine andere trifft 
nnd dieselbe in einem Punkte schneidet, so bildet sie an diesem 
Punkte entweder zwei rechte Winkel , oder zwei Winkel , welche 
zusamraengenommen gleich sind zweien liechten. 

Vorbereitung. Man errichte auf der gegebenen Linie in 
dem Punkte, in welchem sie von der einfallenden Geraden getroffen 
wird , eine Senkrechte. 

Beweis folgt aus 17 und der Vorbereitung. 

20. Zusatz. Alle Winkel, welche an einem und demselben 
Punkte und an derselben Seite einer Geraden durch beliebig viele 

1 * 
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Linien gebildet werden, sind zusammengenomnicn so gross «Is zwei 
Rechte. 

21. Lehrsatz. Wenn zwei gerade Linien mit einer dritten 
dergestalt in einem Punkte zusaramentrefien , dass sie mit ihr zwei 
Winkel bilden, die zusammengenomnien gleich sind zweien liechten, 
so machen sie stets eine Gerade aus. 

Beweis. Man zeigt, dass man in eine Ungereimtheit ver- 
fällt, wenn man das Gegentheil annimmt. 

22. Lehrsatz. Wenn sich zwei Linien (AB, CE Fig. 2.) 
in einem Punkte (ü) schneiden , so sind die einander gegenüber- 
stehenden Winkel oder Scheitelwinkel (AUE und CUB, ADC 
und EDB), welche an diesem Punkte gebildet werden, von gleicher 
Grösse. 

Beweis aus 20. 

22. Zusatz. Alle Winkel, welche um einen Punkt herum 
gebildet werden können, betragen zusammen vier Rechte. 

24. Erklärung. Von zwei Linien (AD, GE Fig. 3.) 
sagt man , sie seien parallel oder gleichlaufend, wenn sie 
gegen eine dritte Linie (CK), die sie schneidet, dieselbe Neigung 
haben, d. h. an einer und derselben Seite gleich^ Winkel mit ihr 
bilden (nämlich: ZI ABF = .^GFK, ZLABC = zlGFC). 

24. Zusatz 1. Eine Gerade, w'elche eine von zwei paral- 
lelen Linien schneidet, schneidet auch , nöthigenfalls verlängert, die 
andere. 

24. Zusatz 2. Durch einen gegebenen Punkt kann man 
stets mit einer gegebenen Geraden eine Parallele ziehen. 

25. Lehrsatz. Wenn eine gerade Linie (CK Fig. 3.) zwei 
parallele Linien (AD, GE) schneidet, so bildet sie mit ihnen gleiche 
Wechselwinkel (.^^ ABF = ./ BFE und /^IDBF = zlBFG), und 
zwei innere, an derselben Seite liegende Winkel (zlABF und 
^BFG oder ZlDBF und .Z.BFE) sind zusammengenomraen gleich 
zwei Rechten. 

Beweis. Der erste Theil aus 22 und 24, der zweite Theil 
aus 20 und 24. 

25. Zusatz. Eine Gerade}, welche auf einer von zwei 
Parallelen senkrecht steht, steht auch (nöthigenfalls verlängert) auf 
der andern senkrecht. 

26. Lehrsatz. Wenn eine Gerade (CK Fig. 3.) zwei an- 
dere (AD, GE) dergestalt schneidet, dass die Wechselwinkel ein- 
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ander gleich sind (z1ABF=z:BFE und ZlDBF ^ BFG), 
oder dass die Summe zweier an derselben Seite liegenden Winkel 
(^ABF und ^BFG oder zlDBF und ^BFE) gleich zwei 
Rechten ist, so sind die beiden Geraden parallel. 

Beweis. Indirekt. 

26. Zusatz. Stehen zwei oder mehrere gerade Linien auf 
einer und derselben Geraden senkrecht, so sind sie parallel. 

27. Lehrsatz. Wenn zwei oder mehrere Linien einer und 
derselben Linie parallel sind, so sind sie auch untereinander parallel. 

Beweis aus 2l,Zus. 1 und 24. 

28. Lehrsatz. Wenn eine Gerade (CL Fig. 4.) zwei an- 
dere (BG und JH^ so schneidet, dass zwei innere, an derselben 
Seite liegende Winkel (.^ilGDK und ailDKH) zusammengenommen 
kleiner als zwei Rechte sind , so schneiden sich diese beiden Ge- 
raden (nöthigenfalls verlängert) auf eben dieser Seite. 

Vorbereitung. Man zieht durch den Punkt D die Gerade 
AE II JF. 

Beweis. Aus 25' und 24, Zus. 1. 

28. Zusatz 1. Parallele Linien schneiden einander nie- 
mals , so weit sie auch verlängert werden mögen. 

28. Zusatz 2. Zwei Linien, die einander niemals schnei- 
den, so weit sie auch verlängert werden mögen, sind einander 
parallel. 

28. Zusatz 3. Wenn zwei sich schneidende Linien von 
einer dritten geschnitten werden, so sind die inneren W'inkel, welche 
sie mit denselben bilden , zusammen kleiner als zwei Rechte. 

29. Lehrsatz. Von allen Linien, die man von einem 
gegebenen Punkte (C Fig. 5.) nach einer Geraden (DB) ziehen 
kann, ist das Perpendikel (GD) die kleinste; die übrigen werden 
um so kleiner, je näher sie am Perpendikel stehen (CA<;CB); 
vom gegebenen Punkte aus kann nur eine einzige Senkrechte ge- 
zogen werden ; die andern Linien bilden mit der gegebenen Gera- 
den auf derselben Seite, auf welcher der gegebene Punkt liegt, um 
so grössere äussere Winkel CBG > GAG) , und um so klei- 
nere innere CBD < ^ GAD ), je weiter sie von der Senkrechten 
entfernt sind. 

Vorbereitung. Man ziehe AE_LAG, AF _L AG und 
verlängere AD bis sie AF schneidet. 
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Beweis. Erster 'J’heil indirekt; zweiter Thcil aus 28, Zus. 3, 
17 und 20; dritter Tlieil aus 24 und 2(h 

29. Zusatz 1. Da die Senkrechte die kürzeste Linie ist, 
hat sie eine bestimmte Grüsse und gibt daher das eigentliche Maass 
ab, um die Entfernung eines Punktes von einer geraden Linie zu 
bestimmen. 

29. Zusatz 2. Von einem Punkte können nicht mehr als 
zwei Gerade nach einer geraden Linie gezogen werden, die von 
gleicher Liinge sind; dieselben liegen auf verschiedenen Seiten der 
Senkrechten , sind gleich weit von ihr entfernt und bilden gleiche 
Winkel mit ihr. 

30. Lehrsatz. Wenn zwei Gerade (AB und CB Fig.fi.) 
sich in einem Punkte (B) schneiden, so wird die Entfernung der 
Punkte der einen Linie von der andern um so grössez, je grösser 
die Entfernung jener Punkte vom Durchschuitt.spunktc der beiden 
Geraden ist. 

Vorbereitung. Man ziehe aus beliebigen Punkten D, E 
der einen Linie AB die Perpendikel DF, EG nach der andern CB. 

Beweis. Aus 29 und 29, Zus. 1. 

' 31. Lehrsatz. Alle Senkrechten, die zwischen zwei Pa- 

rallelen gezogen werden können , sind einander gleich. 

Beweis. Indirekt aus 28 und 30, indem man annimmt, dass 
CK nicht gleich BL, sondern etwa NK = BL sei. (Fig. 7.) 

32. Lehrsatz. Wenn die Senkrechten (BL, CK Fig. 7.), 
welche man zwischen zwei Linien (BG, AF) zieht , gleich sind , so 
sind diese Geraden pai-allel. 

Beweis. Indirekt. 

33. E r k 1 ä r n n g. Figur ist eine von geraden oder krum- 
men Linien begrenzte Fläche. 

34. Erklärung. Geradlinig ist jede Figur, welche 
durch gerade Linien begrenzt wird. 

35. Erklärung. Geradlinige Figuren sind drei-, vier-, 
fünf- u. s. w. seitig, jenachdem sie von drei, vier, fünf u. s. w. 
Linien begrenzt werden ; meistentheils geschieht jedoch deren Be- 
nennung nach der Anzahl ihrer Ecken, indem man sie Dreiecke, 
Vierecke, Fünfecke u. s. w. nennt, jenachdem sie drei, vier, fünf 
oder mehr Ecken und also auch ebensoviele Seiten haben. 

37. Erklärung. Ein Dreieck heisst gleichseitig, wenn 
alle -drei Seiten einander gleich sind, gloichschenkelig, weim 
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zwei Seiten gleich, ungleichseitig, wenn alle drei Seiten un- 
gleich sind. 

38. Lehrsatz. In allen Dreiecken (ABC Fig. 8.) ist der 
Aussenwinkel (BCE^, welchen eine der Seiten (BC) mit einer ver- 
längerten zweiten (AC) bildet, gleich der Smnme der beiden innern 
gegenüberstehenden Winkel (.^^IBAC und .ailABC^; und die drei 
Winkel zusammengeiioramen sind gleich zwei Kechten. 

Vorbereitung. Man ziehe CD H AB. 

Beweis. Der erste Theil aus 25 und 24. Der zweite Theil 
aus dem ersten Theile und 20. 

38. Zusatz 1 . Der Aussenwinkel ist grösser als einer der 
beiden innern Gegenwinkel. 

38. Zusatz 2. Wenn tlie Summe zweier Winkel in einem 
Dreieck gleich ist der Summe zweier Winkel in einem andern Drei- 
eck, oder wenn diese Winkel .einzeln einander gleich sind, so ist 
auch der dritte Winkel des erstem Dreiecks gleich dem dritten des 
letztem; und umgekehrt. 

38. Zusatz ö. Wenn in einem Dreieck ein Winkel ein 
Rechter ist, so ist die Summe <ler beiden andern igleich einem 
Rechten. 

38. Zusatz 4. Ein Dreieck kann nie mein als einen 
rechten oder einen stumpfen Winkel enthalten. 

3'J. Erklärung. Rechtwiukelig wird ein Dreieck ge- 
nannt, welches einen rechten Winkel hat; stumpfwinkelig, 
wenn es einen stumpfen Winkel hat; spitzwinkelig, wenn alle 
drei Winkel spitz sind, ln einem rechtwinkeligcn Dreiecke heisst 
die dem rechten Winkel gegenüberliegende Seite Hypotenuse, 
die beiden andern den rechten Winkel einschljcs.senden Seiten wer- 
den Katheten genannt. 

40. Lehrsatz. Fällt man aus der Spitze eines Dreiecks 
eine Senkrechte auf die Grundlinie, so fällt dieselbe innerhalb des 
Dreiecks, wenn die Winkel an der Grundlinie beide spitz sind; 
ausserhalb, wenn einer dieser Winkel stumpf ist; und ist einer der- 
selben ein Rechter, so fällt die Senkrechte mit einem der Schenkel 
zusammen. 

Beweis. Aus '.f9 und zwar indirekt. 

41. Lehrsatz. ln jedem Dreiecke liegt dem grössten 
Winkel die grösste Seite gegenüber. (Fig. !).) 

Beweis. Ist AABC in B stumpfwinkelig, und man fällt 
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AD_LBO, so ist Al)<A13<AO (21) j. Ebenso ist 
AC (29), also AC die grösste Seite. 

Wenn ADAC gegeben und in D rechtwinkelig ist, so ist 
AC>CD>AD(29). 

W'enn das spitzwinkelige AEAC gegeben, AEAC der 
grösste Winkel in demselben ist , und man zieht p]G _L -AC , so ist 
^EAG + AAEG = R (38, Z. 3) = Z.GCE+Z.G,E<J, aber 
AEAG > AGCE (Vorauss.), 
folglich AAEG < AGEC; 

daher muss, wenn l'E = AE gemacht wird, der Punkt F' zwischen 
G und C fallen (29, Z. 2), mithin ist EF-<EC und folglich auch 
AE<"EC; auf ähnliche Weise zeigt uuin, dass auch AC •< CE. 

42. Lehrsatz. In jedem Dreiecke liegt der grössten Seite 
der grösste W^inkel gegenüber. 

Beweis. Indirekt mit Hülfe von 29, Zus. 2 und 41. , 

43. Lehrsatz. In jedem Dreieck sind zm’ ei Seiten zusam- 
men grösser als die dritte. 

Vorbereitung. Man fallt ein Höhenperpendikel. 

Beweis. Aus 29. 

44. Lehrsatz. Wenn man von den Endpunkten (A, C 
Fig. 10.) einer Seite (AC) eines Dreiecks (ABC) zwei gerade Linien 
(AD, CI)) nach einem innerhalb des Dreiecks gelegenen Punkte (Dj 
zieht, so sind diese Linien zusammengenommen kleiner, als die bei- 
den übrigen Dreiecksseiten (AB, BC) zusammen; sie bilden jedoch 
einen grössern Winkel als die letzteren (AADC> AABC). 

Vorbereitung. Man verlängere AD bis F und ziehe BD, 
die mau bis E verlängert. 9 

Beweis. Erster Theil aus 43; zweiter Theil aus 38, Zus. 1. 

45. Lehrsatz. Wenn zwei Dreiecke (ABC, DEF Fig. 11.) 
so beschaffen sind, dass ein Winkel (B) des einen gleich ist einem 
Winkel (E) des andern , und dass die Schenkel des genannten 
Winkels des erster« Dreiecks einzeln gleich sind den Schenkeln 
des genannten Winkels des zweiten Dreiecks (AB = DE und 
BC = EF) , so sind : 

1) die dritten Seiten einander gleich (AC = DF), 

2) die Winkel , welche in beiden Dreiecken gleichen Seiten 
gegenüberstehen , ebenfalls einander gleich (.A A = A. D und 
AC == AF). 

Beweis. Man denkt sich das eine der Dreiecke, z. B. DEF, 
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so aul' das andere gelegt , dass die »Spitzen E und B der gleichen 
Winkel aufeinander zu liegen kommen und einer der Schenkel, 
z. B. DE , längs des ihm gleichen BA fällt , und beweist nun mit 
Hülfe von 16, Aum. 3, dass auch die übrigen Seiten und Winkel 
beider Dreiecke aufeinander fallen oder sich decken müssen. 

45. Zusatz. Die Dreiecke selbst, d. h. die Elächenräume, 
die sie einschliessen , sind auch von gleicher Grösse. 

46. Lehrsatz. Wenn zwei Dreiecke (ABC, DEFFig. 11.) 
so beschaffen sind, dass eine Seite fAC) des einen gleich ist einer 
Seite (DF) des andern , und dass zwei Winkel des erstem einzeln 
gleich sind zweien gleichgelcgenen Winkeln des letzteren (.^^BAC 
= ^EDF, Z:ACB = ./DFE), so sind: 

1) die dritten Winkel gleich gross (^ABC = ^DEF), 

2) die übrigen Seiten auch einander gleich, die nämlich, welche 
gleichen Winkeln gegenüberstchen (d. i. AB = DE, BC EF). 

Beweis. Erster Theil aus 38, Zns. 2. 

Zweiter Theil. Man denkt sich das Dreieck ABC so auf das 
Dreieck DEF gelegt, dass die Spitze A auf die Siiitzo D zu liegen 
kommt und die Seite AC längs der Seite DF fällt; dann muss 
auch die »Spitze C auf die Spitze F fallen, weil AC = DF (V'orauss.), 
und weil — und — so muss AB längs DE 

und CB längs FE fallen. Nun muss auch B auf E fällen, d. h. 
AB ^ DE sein; dies beweist man indirekt, indem man annimmt, 
dass z. B. AG = DE sei, wobei man auf eine Ungereimtheit stösst, 
welche im W’iderspruch steht mit 25. 

4(i. Zusatz. Die Flächenräume beider Dreiecke sind 
auch gleich. 

47. Lehrsatz. Wenn in zwei Dreiecken (ABC, DEF 
Fig. 12.) zwei »Seiten (AB, BC) des einen einzeln gleich sind zweien 
Seiten (DE , EF) des andern , jedoch einen griissern Winkel ein- 
schliessen (./ ABC > DEF), so ist die dritte Seite (AC) des 
erstem Dreiecks grösser als die dritte Seite (DF) des letztem. 

Beweis. Man lege A DEF so auf A ABC, da.ss die Ecke 
E auf die Ficke B und die Seite DE längs der Seite AB zu liegen 
kommt , dann muss die Ecke D mit der Ficke A Zusammenfällen, 
und der Schenkel FiF' muss zwischen die Schenkel AB und BC 
fallen (16, Anm. 3). Nun kann die Ecke F' entweder auf AC, 
oder oberhalb, oder unterhalb AC zu liegen kommen. Im ersten 
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Falle bedarf e.s weiter keinen Beweises, dass 1)F<AC; im zweitea 
Falle wendet man Satz 44 , iin dritten Falle Satz 43 an. 

■IT. A n III i' r k II II g. llir -ITsIc Satz tas.<l .sich iiiiikuhicii; der Beweis dar 
ITiikehriiii^ wiril iiidirekl ;;eriihit, wiilici eiii Mal Salz -t“, das aiidcie Mal Salz 4,') 
in Aiineiidinii; kuiiiiiil. 

49. Lehrsatz. Wenn in zwei Dreiecken (ABC, DEF 
Fig. 13.) zwei Seiten des einen (AB, AC) einzeln gleich sind 
zweien Seiten (DE, Dl') des andern, und der einer dieser beiden 
Seiten des ersten Dreiecks gegenüberliegende Winkel (ABC) gleich 
ist dem der ent.sprccbenden Seite des anilern Dreiecks gegenüber- 
liegenden (DEF ) , so sind die beiden 1 Ireiecke in jeder Beziehung 
gleich, d. h. congruent, wenn die den beiden andern gleichen Seiten 
gegenüberliegenden Winkel (ACB, DFE) beide entweder stumpf 
oder spitz sind. 

Beweis. Man lege ADEF so auf AABC, da.ss die Ecke 
D auf die Ecke A und DE auf AB zu liegen kommt, dann muss 
auch E auf B fallen und EF längs BC (IB, Anm. 3). Fällt nun 
die Ecke F nicht mit C zusammen, so fällt sie entweder zwischen 
B und C oder ausserhalb des Dreiecks zABC. Fällt man das Per- 
pendikel AG , so liegen sowohl AC als auch AF auf derselben 
Seite desselben, weil beide Winkel, ACB und AFB oder I >EF eiit- 
weiler spitz oder stumpf sind (40); da aber AC = AF = DF, so 
würde es im Widerspruch mit 29, Zus. 2 stehen ; daher muss der 
Punkt F mit dem Punkte C zusammeniallen u. s. w. 

49. A II Ille rk II II ß 2. Alle reclilwiiiki'ligi'ii llreiei ke, smiic auch alle 
sliiiii|irniiikeli^eii, in ileiieii ilie stiiiiii'rcii Winkel eiiiaiuler gleich, siiiil i'iiii|!riicii1, 
«eiiii zwei Seilen, welche einen iler s|iilzen Winkel einschliessen, ei izeln gleich siiiil. 

ÖU. Lehrsatz. Wenn die drei Seiten eines Dreiecks ein- 
zeln gleich sind den drei Seiten eines andern Dreiecks, so sind auch 
die gleichen Seiten gegenüberliegenden Winkel gleich. 

Beweis. Indirekt, indem man zeigt, dass mau mit Satz 47 
in Widerspruch geräth , wenn man die Ungleichheit zweier ent- 
sprechenden Winkel annimmt 

50. Zusatz 1. Die beiden Dreiecke sind einander gleich, 
d. h. die Flächenräume , ' die sie umfassen, sind gleich gross. 

50 Zusatz 2. Wenn man aus zwei Punkten (A, C Fig. 14.) 
einer Geraden (AC) zwei Linien (AB, CBj zieht, die sich in (B) 
schneiden, so lassen sich aus denselben Punkten (A, C) und nacli 
derselben Seite hin nicht zwei andere Linien ziehen, welche einzeln 
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den zuerst gezogenen gleich sind (also AG — AB, GC — BCj und 
sich in einem andern Punkte (G ) schneiden. 

51. Lehrsatz. In einem gleichschenkeligen Dreieck 
(ABC Fig. 15 u. 16.) sind stets die IVinkel über der Grundlinie 
einander gleich, und ebenso bei Verlängerung der Schenkel die 
Winkel unter der Grundlinie. 

Erster Beweis. Man halbirt (Eig 15.) durch BD den 
Winkel an der Spitze und wendet Satz tö auf die Dreiecke BAD 
und BCD an. 

Zweiter Beweis. Man verlängert die Schenkel (Fig. 16.), 
macht BE = BF und zieht CE und AF ; alsdann ist durch An- 
wendung von Satz 45 auf die Dreiecke BAF und BCE: AF CE 
und mitliin nach Satz 5ü in Betreff der Dreiecke ACF und ACE : 
ACF = ^CAF. 

51. Zusatz 2. ln einem gleichschenkeligen Dreiecke kann 
mur der Winkel an der Spitze ein rechter sein. 

51. Zusatz 3. Ein gleichseitiges Dreieck ist stets auch 
gleichwinkelig , und jeder Winkel beträgt ‘ zwei Drittheile eines 
Rechten. 

51. Zusatz 4. Eine Seukrejchte, aus der Spitze eines 
gleichschenkeligen oder gleichseitigen Dreiecks auf die Grundlinie 
gefällt, halbirt sowohl die Grundlinie, als auch den Winkel an der 
Spitze. 

51. Zusatz 5. Wenn auf derselben Grundlinie (AC Fig. 17 ) 
zwei verschiedene gleichschenkelige Dreiecke (ABC und AGC) 
stehen, so halbirt die Gerade (BG), welche, uöthigenfalls verlängert, 
die Spitzen (B, G) der beiden Dreiecke verbindet, die Grundlinie 
und steht senkrecht auf dersell>en. 

51. Zusatz 6. Wenn mau von der Spitze eines gleich- 
schenkeligen Dreiecks aus auf dessen Schenkehi oder deren Ver- 
längerungen gleiche Stücke abschneidet und die Endpunkte der- 
selben durch eine gerade Linie verbindet, so erhält man ein gleich- 
schenkeliges Dreieck, dessen Winkel einzeln denen des gegebenen 
gleich sind, und dessen Grundlinie parallel ist der Grundlinie jenes. 

52. Lehrsatz. Sind in einem Dreieck (ABC Fig. 15 u. 16.) 
die Winkel über der Grundlinie gleich, so ist das Dreieck gleicb- 
sclienkelig. 

Erster Beweis. Fig. 15. Mau fälle das Uöhenperpendikel 
BD auf die Grundliide und folgert die Gleichheit der in Rede ste- 
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henden Seiten ans Satz 16, angewandt auf die Dreiecke BAD 
und BCD. 

Zweiter Beweis. Fig. 16. Man verlängere AB und AC, 
mache AK = CF und ziehe AF und CE. Nun ist ^BAC = 
^BCA (Vorauss.^, daher f20) ZlEAC = ./FCA, mithin (45) 
AEC = / AFC und CE = AF, folglich (46) AB = BC. 

52. Zusatz. Ein gleichwinkeliges Dreieck ist auch stets 
gleichseitig, 

53. Lehrsatz. Wenn man von einem der Endpunkte 
(C Fig. 18.) der Grundlinie (AC) eines gleichschenkeligen Dreiecks 
(GACj eine Gerade (CD) nach der nöthigenfalls verlängerten Gegen- 
seite zieht, welche gleich dem Schenkel ist, so ist der Winkel (DCE), 
welchen dieselbe mit der verlängerten Grundlinie bildet, dreimal so 
gross, als der Winkel über der Grundlinie. 

Beweis. Aus 38 und 5 1 . 

54. Lehrsatz. Sind zwei Linien (AB, CD Fig. 19.) gleich 
und parallel, so sind auch die Linien (AC, BD), welche ihre End- 
punkte verbinden , gleich und parallel. 

V o r b e r e i't u n g. Man ziehe BC. 

Beweis. Aus 25 und 45. 

55. Erklärung. Ein Viereck (ABCD Fig. 19.) führt den 
Namen Parallelogramm, wenn die Gegenseiten (AB und CD, 
AC und BD) parallel sitid ; die Linie (CD), welche von einer der 
Ecken nach der ihr gegenüberliegenden gezogen wird, heisst Dia- 
gonale. 

5ti. Lehrsatz. In jedem Parallelogramm (ABDC Fig. 19.) 
sind die Gegenseiten (AB und CD, AC und BD) gleich; dasselbe 
gilt von den gegenüberliegenden Winkeln (ABI) und ACD, BAC 
und BDC), und das ganze Parallelogramm wird durch die "Dia- 
gonale in zwei gleiche Theile getheilt. 

Beweis. Aus 25 und 45, auf die Dreiecke ABC und BCD 
angewandt. 

5ti. Zusatz 1. Ein Dreieck (CBD) ist die Hälfte eines 
Parallelogramms (ABDC), das mit ihm auf derselben Grundlinie 
(CD) und zwischen denselben Parallelen dergestalt steht, dass beide 
■einen Winkel (D) gemeinschaftlich haben. 

5ti. Zusatz 2. 8ind zwei aneinander liegende Seiten eines 
Parallelogramms gleich , so sind alle vier gleich ; ist ein Winkel 
ein Kechter, so sind alle vier Winkel Rechte. 
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57. Erklärung. Ein Viereck führt den Namen Raute 
(Rhombus), wenn alle vier Seiten zwar einander gleich, doch die 
Winkel keine Rechte sind. 

57. Zusatz. In jeder Raute sind die Gegenseiten parallel. 

58. Erklärung. Ein Parallelogramm führt den Namen 
Rechteck, wenn seine Winkel Rechte sind. 

59. Erklärung. Ein Viereck heisst Quadrat, wenn die 
vier Seiten einander gleich und die vier Winkel Rechte sind. 

59. Zusatz ‘ 2 . Eine vierseitige Figur, iu welcher die Sei- 
ten und Winkel ungleich sind, wird Trapezium genannt. 

00. Lehrsatz. In allen Vierecken (AODC Fig. 19.), iu 
denen die Gegenseiten gleich sind, sind sie auch parallel, und die 
gegenüberliegenden Winkel sind gleich. 

Vorbereitung. Man ziehe die Diagonale BC. 

Beweis. Aus 50, angewandt auf die Dreiecke ABC und 
CDB, und aus 26. 

Gl. Lehrsatz. Die beiden Diagonalen (BC, AD Fig. 19.) 
eines Parallelogramms halbiren sich gegenseitig. 

Beweis. Aus 46. 

01. Zusatz. In jedem Rechteck sind die beiden Diagonalen 
gleich; in jeder Raute und in jedem (Quadrat schneiden sich die 
Diagonalen unter rechten AVinkeln. 

63. Lehrsatz. Nimmt man auf einer der Seiten (AD 
Fig. 20.) eines Dreiecks (ADE) drei Punkte (.J, B, F) so, dass die 
zwischen ihnen enthaltenen Stücke (.JB, BF) von gleicher Grösse 
sind, und zieht durch sie drei einander parallele Geraden (JN, B(!, 
FL) nach einer zweiten Seite (AC), so sind auch die beiden zwi- 
schen den Parallelen enthaltenen Stücke (NC, CL) der zweiten 
Seite gleich; und umgekehrt: Schneiden zwei parallele Linien (BC, 
FL) zwei Seiten (AD, AC) eines Dreiecks, und eine dritte Gerade 
(JN) schneidet auf der einen Seite (AD ) ein Stück (.JB) ab , wel- 
ches gleich ist dem auf eben dieser Seite zwischen den Parallelen 
enthaltenen Stücke (BF), und auf der andern Seite (AE) ein Stück 
(NC) gleich dem auf dieser zweiten zwischen den Parallelen ent- 
haltenen (CL), so ist die dritte Gerade parallel den beiden ersten.- 

Vorbereitung. Man ziehe durch C eine Parallele mit AD, 
welche Fli in ü und die verlängerte JN iu P schneidet. 

Beweis. PC = CO wird bewiesen aus 56 und alsdann mit 
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Hülfe von 22 und 46: NC = (JL. Die ümkehrunp beweist man 
indirekt mit Hülfe des ersten Tlieiles. 

(!3. Zusatz. Wenn man eine Seite eines Dreiecks in be- 
liebig viele, aber gleiche Theile theilt und ans den Tlieilpunkten 
mit einer zweiten Seite Parallelen nach der dritten zieht, so wird 
diese durch die Parallelen in die gleiche Anzahl gleicher Theile 
getheilt. 

04. Lehrsatz. 'Wenn man die vier Seiten eines Vierecks 
(ABCD Fig. 21.j halbirt. so bilden die Geraden, welche die 
Halbiriingspunktc verbinden, ein Parallelogramm (EFGH^. 

Vorbereitung. Man zieht die Diagonalen AC und HD. 

Beweis. Man beweist nach 63, dass HG und EF || AC mul 
HE und GF || BD und wendet alsdann Satz 27 und 55 an. 


Aus dem zweiten Buche, 

linmielml 

Von dem Inhalte geradliniger Figuren. 

Of). Erklärung. Der Inhalt einer Figur ist der Raum 
zwischen den Linien , aus welchen sie besteht. 

60. Erklärung. Von zwei Figuren sagt man, sie seien 
gleich, wenn der Inhalt der einen gleich dem der andern ist, oder, 
was dasselbe, wenn ihre Flächenräume gleich sind. 

07. Erklärung. Höhe einer Figur ist die Senkrechte; 
die ans der Sj)itze auf die Grundlinie gefällt wird. 

67. Zusatz. Ist die Figur so beschaffen, dass der Grund- 
linie gegenüber eine mit dieser parallele Seite (also keine Spitze) 
sich befindet, so ist die Höhe die zwischen der Grundlinie und der 
Parallele gezogene Senkrechte. 

OS. Zusatz. Zwei Figuren, die zwischen denselben Paral- 
lelen stehen, haben gleiche Höhe. 

69. Erklärung. Von einem Rechtecke sagt man, es sei 
das Rechteck zweier (aneinander grenzender) Linien , wenn seine 
Grundlinie gleich der einen und seine Höhe gleich der andern Linie ist. 

69. Zusatz 1. Alle Rechtecke aus gleichen Linien sind 

gleich. 

09. Zusatz 2. Das über eine Linie gestellte Quadrat 
(NG Fig. 22.) ist ein Rechteck aus zwei gleichen Linien (GJ, GE). 
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72. Lehrsatz. Die Summe versidiiedener Rechtecke (L.T, 
QH, PG Fig. 22.), welche dieselbe Höhe, jedoch verschiedene Gruud- 
linieu haben, ist gleich einem Rechteck (Idl ), dessen Höhe dieselbe 
und dessen Grundlinie gleich der Summe aller gegebenen Grund- 
linien i.st. 

Beweis. LK,KG = LK,(KJ + JII + HG) = LK,K J + 
LKflH + LKrHG u. s. w. 

72. Zusatz 1. Daher ist das Quadrat (AG Fig. 22.) einer 
Linie (GK) gleich der Summe der Rechtecke aus der ganzen Linie 
und jedem ihrer Abschnitte (K.I, H.T, GH). 

72. Zusatz 2. Wenu eine Linie in zwei Stücke getheilt 
ist, so ist das Rechteck aus der ganzen Linie und einem der Stücke 
gleich dem Quadrat von eben diesem Stücke und dem Rechteck 
aus beiden Stücken zusammengenommcu, also (Fig. 22.) GK^KJ = 
KJ, d- KJrGJ. 

72. Zusatz 3. Ein Rechteck ist in Betreff seines Flächen- 
raums die Hälfte eines andern, wenn in beiden die Grundlinien 
gleich sind , aber die Höhe des ei-steru halb so gross ist als die 
Höhe des letztem, oder wenn , hei gleichen Höhen, die Grundlinie 
des erstem die Hälfte von der Grundlinie des letztem ist. 

T 2 . A II m er k II 11 X üer KliidiPni'aiiiii eines lln hlci ks ist ilcrsellie .'iliqiiole 
Tlieil vom Klöelieiiiaiim eines anilern, «eltlur iilii|iiule Tlieil. «cini die GnimHiiiien 
gleich sind, ilie Hohe des i-inen von der Hohe des andeiai. oder, iiei gleichen Höhen, 
die (irundliiiie des einen von der (inindliiiie des iiiidern ist. 

73. Lehrsatz. Der Unterschied zweier Rechtecke (LH, 
PG Fig. 22.), welche diesellie Höhe, jedoch verschieilene Grund- 
linien haben, ist gleich einem Rechteck (L.I), de.ssen Höhe dieselbe 

* und dessen Grandlinie gleich dem Unterschiede der gegebenen 
Grundlinien ist (KJ = KH — HJ = KH — HG). 

Beweis. Einfach. 

74. Lehrsatz. Wenn eine gerade Linie (GE Fig. 2.3.) in 
zwei beliebige Theile (GF, FE), gleiche oder ungleiche, getheilt 
wird, so ist das Quadrat der ganzen Linie .'AE) gleich der Summe 
der Quadrate der beiden J’heile (AJ, JE) und des dojuielten Recht- 
ecks (JG und JC) aus eben diesen Theilen. 

Beweis. Aus 72. 

74. Zusatz 1. Wird eine gerade Linie in zwei gleiche 
Theile getheilt, so ist das Quadrat der ganzen Liuie das Vierfache 
vom Quadrat eines der Theile. 
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74. Zusatz 2. Wird eine gerade Linie in zwei beliebige 
Theile getlieilt , so ist da.s Quadrat eines der Theile gleich dem 
Unterschiede zwischen dein t^uadrat der ganzen Linie nnd zwischen 
der Sunime des Quadrats des andern Theiles nnd des doppelten 
Rechtecks ans beiden 'l'heilen. 

74. An nicr k II ii({ 4. Iler vorslchcinle l.clirsal/ kann licl allgcnieiner auf 
folgciule Weise aiisgeilnickl ivcnlen: Wird eine Linie in liolichig viele Theile gellieill, 
so isl das (Jnadral der ganzen Linie so gross als die Snminc der l.liiadrale aller 
Theile nnd die do|i|n'Ile .Siinime der Ueehlerkc ans je zweien der Theile zusainnien- 
genunnnen. 

75. Lehrsatz. AVird eine gerade Linie (GE Fig 23.) in 
zwei Tlieile (GF, FE) getlieilt, so sind die Quadrate der ganzen 
Linie (GE,,) und eines der Theile (FE,,) zusammen so gross als 
das dojipelte Rechteck aus eben diesem 'Pheile und der ganzen 
Linie (2FEfGE) vermehrt um das QuaiLat des andern Theiles (GF,). 

B e w-e i s. GE^ s= GF, + FE, + 2GF,FE (74) 

GE, t-FE, = GF, + 2FE,-f-2GF,FE 

= GF,+ 2FE,(FE -l-GF) (72) 

= GF, + 2FE,GE. 

7(3. Lehrsatz. Wird eine gerade Linie (KG Fig. 22.) in 
zwei gleiche Theile (KJ == JG) und auch in zwei ungleiche Theile 
(KH, IIG) getlieilt, so sind das Rechteck aus den ungleichen l'heilen 
(KHfHG) und das Quadrat des zwischen den Theilpunkten ent- 
haltenen Stückes (JH,) zusammen so gross als das Quadrat der 
halben Innie (KJ,). 

Beweis. Aus 72 und 72, Zus. 1. 

77. Lehrsatz. Wenn man eine gerade Linie(AC Fig. 22.) 
in zwei beliebige Stücke (AB, BC) theilt und um die Länge eines * 
derselben (BC) verlängert (so dass also BC = CD), so ist das 
Quadrat (AP) über der gegebenen Linie so gross als das Quadrat 
(CE) über der Verlängerung und das Rechteck (AE) aus dieser 
letzteren und der ganzen verlängerten Linie (AD) zusammen- 
genommen. 

Beweis. Aus 72. 

78. Lehrsatz. Wenn eine Gerade (AC Fig. 22.) in zwei 
beliebige Stücke (AB, BC) getlieilt und um die Länge eines der- 
selben (BC) verlängert wird , so ist das Quadrat (AG) über der 
ganzen verlängerten Idnie (AD) so gross als das vierfache Rechteck 
aus der gegebenen Geraden (AC) und ihrer Verlängerung (CD) 
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und das Quadrat (AN) über dem andern Abschnitte (AB) zu- 
sainiiiengenonnnen 

Beweis. Aus 69, Zus. 1 und 72. 

79. Tjebrsatz Wird eine gerade Linie in zwei gleiche 
(KJ, GJ Fig. 2‘2.) und in zwei ungleiche Theile (KH, GH) getheilt, 
so ist die Summe der Quadrate der ungleichen Theile gleich der 

■ doppelten Summe der Quadrate der halben Linie und des mittelsten 
Stückes der durch die beiden Theilpunkte entstandenen drei Stücke 
(nSmlich: KH,,-l-IIGq = 2GJq + 2IIJq). 

Beweis. Aus 72, 72, Zus. 1, 74, Zus. 2. 

80. Lehrsatz. Theilt man eine Gerade (JG Fig. 22.) in 
zwei gleiche Theile und verlängert sic alsdann beliebig weit (etwa 
bis K), so ist das Quadrat der ganzen so erhaltenen Linie (GK), 
vermehrt um das Qua^lrat ihrer Verlängerung (KJ ) doppelt so 
gross als die Summe der Qua<lrate von der Hälfte (GH) der gege- 
benen I.inie und der Linie (KH), welche man aus der Hälfte und 
der Verlängening bildet [(also: GKq-|-KJ,| -= 2 (KH,, -f- GH,)]. 

Beweis. Aus 69, Zus, 1 und 72. 

81. Lehrsatz. Der Unterschied der Quadrate (HC und 
OJ Fig. 24.) 'zweier ungleichen liinien (AC, BC) ist gleich dem 
Rechteck (HE) aus der Summe (AD oder LE) und dem Unter- 
schiede (AB oder FE) der beiden Linien. 

Vorbereitung. Man verlängere AC bis U, so dass CD = 
BC; ziehe durch D: DF j) HA; verlängere HG bis F, K.I bis E 
und L. 

Beweis. Aus 69, Zus. 1, 72 und 74. 

81. Zusatz 1. Das Quadrat (MJ Fig. 22.) über der Hälfte 
(KJ) einer Linie (KG) ist stets grösser als das Rechteck (LH) aus 
zwei ungleichen Stücken (KH, GH) , welche zusammen die ganze 
Linie (GK) ausmachen. 

82. Lehrsatz. Parallelogramme (BL, DIj Fig. 2.5.), welche 
auf derselben Grundlinie und zwischen denselben Parallelen stehen 
und mithin gleiche Höhe haben, haben gleichen Flächeninhalt oder 
sind gleich. 

Beweis. Aus 56 und 45, Zus. in Betrefl' der Dreiecke 
MBD und LCE; alsdann subtrahirt man ACKD und addirt 
A MKL etc. 

82. Zusatz 1. Ein Parallelogramm (MC Fig. 25.) ist gleich 
einem Rechteck (OL), welches auf derselben Grundlinie (MI.) oder 

de iUeni, Aus v Swinden*:} Eiern, d Geom. 2 
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auf gleicher Grundlinie steht, und dessen zweite Seite (MO) gleich 
der Höhe (MO oder PL) des Parallelograinins ist ; daher sind Kecht- 
ecke das eigentliche Maass für Parallelogramme. 

82. Zusatz 2 . Ein Parallelogramm ist stets das Doppelte 
von einem Dreieck, welches mit ihm dieselbe Grundlinie und Höhe 
bat oder zwischen denselben Parallelen steht. 

83. Lehrsatz. Parallelogramme, welche anf gleichen 
Grundlinien und zwisclten denselben Parallelen stehen, mithin gleich 
hoch sind, sind gleich (BL DH Fig. 25.). 

Beweis. Aus 54 und 82. 

84. Lehrsatz. Dreiecke (ADJ, AEJ, HKL Fig. 26.), 
welche auf derselben oder anf gleichen Grundlinien und zwischen 
denselben Parallelen stehen , also gleiche Höhe haben , sind gleich. 

Vorbereitung. Man vollende die Parallelogramme BJ, 
CJ, GL. 

Beweis. Aus 82 und 56, Zus. 1. 

84. /\ II ni er k II II g 1. Zwei Dreiecke, welche iiiif ilersellicn oder auf glei' 

dien Griiiiilliiiicn sleheii, und zwar auf einerlei Seile viiii diesen, und gleich sind, 
stehen zwischen denselben l’arnlieleii. 

84. Zusatz I. Der Inlialt eines Dreiecks ist die Hälfte 
vom Inhalt eines Rechtecks, welches auf derselben Grundlinie steht 
und dieselbe Höbe hat , und mithin ist der Inhalt eines Dreiecks 
gleich einem Rechteck, welches auf derselben Grundlinie steht, des- 
sen Holte aber halb so gross als die des Dreiecks ist, oder welches 
dieselbe Höhe und eine doppelt so grosse Grundlinie als das Dreieck 
hat; so dass die Rechtecke das eigentliche Maass für Dreiecke, wie 
für Parallelogramme sind. 

84. Zusatz 2. Wenn zwei Dreiecke gleiche Höhe, aber 
verschiedene Grundlinien haben, oder gleiche Grundlinien, aber 
verschiedene Höhen, so ist dasjenige das grössere, welches im erste- 
ren Falle die grössere Grundlinie und im letzteren Falle die grös- 
sere Höhe hat. 

84. Zusatz :|. Ein Dreieck ist in Bezug auf seinen 
Flächeninhalt der sovielte Theil von dem Flächeninhalte eines an-i 
dem Dreiecks, der wievielte Theil des erstem Grundlinie von der 
Gmndlinie des letztem ist, wenn beide gleiche Höhe, oder der wie- 
vielte Theil des erstem Höhe von der Höhe des letztern ist, wenn 
beide gleiche Grundlinien haben. 

85. Lehrsatz. Nimmt man auf einer Diagonale (BC 


Digitized by Google 



Von dem Inhalte geradliniger Figuren. 


19 


Fig. 27.) eines l’arallelogramnis (ABUC) einen Punkt (G) und 
weht durch denselben zwei Gerade fHGE, FGJ) parallel mit den 
Seiten, so entstehen vier Parallelogramme; von denen die beiden 
(AG, DG) , durch welche die Diagonale nicht geht, und welche 
ErgSin Zungen genannt werden, gleichflächig sind. 

Beweis. Aus 56. 

87. Lehrsatz. In allen rechtwinkeligen Dreiecken ist das 
Quadrat der Hypotenuse (DB^ gleich der Summe der Quarlrate der 
Katheten (BG und C.l). Fig. 28. 

Vorbereitung. Man ziehe aus der Spitze des rechten 
Winkels CK H AD || BE; ziehe CE, CD. AF nnd BJ. 

Beweis. Aus 45 in Bezug anf die Dreiecke ACD und AJB, 
sowie ABF und EBC ; alsdann aus 84, Zns. 1 in Bezug des Flächen- 
raums der genannten Dreiecke, der Kechteckc AD^DK, BE,KE 
und der Quadrate BG und AH. 

87. Zusatz 1. Das Quadrat einer Kathete eines recht- 
winkeligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse 
und dem Stück von ihr, welches zwischen dem Fusspunkte des ans 
der Spitze des rechten Winkels auf sie gefüllten Perpendikels und 
der genannten Kathete enthalten ist. 

87. Zusatz 2. In allen rechtwinkeligen Dreiecken ist das 
Quadrat einer Kathete gleich dem Unterschiede zwischen dem Qua- 
drate der Hypotenuse und dem Quadrate der andern Kathete. 

87. Zusatz 6. Fällt man in einem rechtwinkeligen Drei- 
eck aus der Spitze des rechten Winkels das Hbhenperpendikel 
(CD Fig. 29.) auf die Hypotenuse, so ist das Rechteck aus der 
ganzen Hypotenuse und einem (AD) ihrer durch das Höhenperpen- 
dikel gebildeten Segmente gleich dem Rechteck aus der Summe 
und dem Unterschietle der Hypotenuse und derjenigen Kathete (BCj, 
welche an dem andern Hypotenusensegment (BD) anliegt. 

87. Zusatz 4. Wenn zwei rechtwinkelige Dreiecke die- 
selbe Höhe haben , so sind : 

1 ) die Summen von den Quadraten der Hypotenuse dos einen 
und der Grundlinie des andern gleich, 

2) die Unterschiede zwischen den Quadraten der Hypotenusen 
und zwischen den Quadraten der Grundlinien ebenfalls gleich. 

87. Zusatz 5. In jedem Dreiecke (ABC Fig. 29 und 3u) 
ist der Unterschied der Quadrate zweier Seiten (BC, ACj gleich 
dem Unterachiede der Quadrate derjenigen Segmente (DB, AD) der 

2 * 
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dritten Seite (AB), welche durch das aus der Gegenecke auf sie 
gefällte Perpendikel (OG) gebildet werden. 

88. Lehrsatz. Wenn in einem Dreiecke (AGB Fig. 15.) 
die Quadrate zweier Seiten (AG, BG) zusannncngenoininen so gross 
sind, als das Quadrat der dritten (AB;, so ist das Dreieck recht- 
winkelig, und zwar Hegt der rechte Winkel der dritten Seite 
gegenüber. 

Vorbereitung. Man errichte in dein gemeinschaftlichen 
Endpunkte G der beiden Seiten auf einer derselben, BG, eine 
Senkrechte CD = AG der andern und ziehe IKl 

Beweis. Au» 87 und 50. 

89. Lehrsatz. Wenn man in einem rechtwiukeligen Drei- 
ecke aus der Spitze des rechten Winkels auf die Hypotenuse eine 
Senkrechte fallt, so ist das Quadrat dieser letzteren gleich dem 
Rechteck aus den beiden Stücken, in welche die Hypotenuse durch 
die Senkrechte getheilt wird ; und umgekehrt : Wenn das Quadrat 
der aus der Spitze eines der Winkel eines Dreiecks auf die gegen- 
überUegeude Seite gefällten Senkrechten gleich ist dem Rechteck 
aus den beiden Stücken, in welche diese Seite durch die Senkrechte 
getheilt wird, so ist der genannte Winkel ein Rechter. 

.Beweis. Aus 87, Zus. 2. 87, Zus. 1. 73. Die Umkehrung 
indirekt aus dem ersten Theile. 

89. Zusatz. Verbindet man in einem rechtwiukeligen Drei- 
eck die Spitze des rechten Winkels mit dem Halhirungspunkte der 
Hypotenuse durch eine gerade Linie, so ist diese gleich der halben 
Hypotenuse ; und umgekehrt ; Ist die Gerade, welche man aus einer 
Spitze eines Dreiecks nach dem Halhirungspunkte der Gegenseite 
zieht, gleich der Hälfte dieser letzteren, so ist der Winkel, von 
welchem die Geratle auslüuft , ein Rechter. 

Beweis. Aiui 87, Zus. 2. 89. 81. Die Umkehrung aus 7G. 

, 90. I^ehrsatz. In allen Dreiecken ist das Quadrat einer 

Seite (BC Fig. 31.) grösser oder kleiner als die Summe der Qua- 
drate Her beiden andern, jenachdem der Winkel (BAC), welcher 
der erstgenannten Seite gegenüberliegt, ein stumpfer oder spitzer 
ist: der Unterschied ist gleich dem doppelten Rechteck aus einer 
(AB) der beiden letztem Seiten und dem Stück (AD) von ihr, 
welches zwischen der Spitze des genannten Winkels und dem au» 
der ihr gegenüberliegenden Ecke auf sie gefällten Perpendikel ent- 
halten ist. 
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Beweis. Aus 87 uimiut man den Werth von BC, in 
ABCD; alsdann aus 87, Zus. 2 den Werth von CD, in A CDA; 
und endlich aus 74, Zus. 2 den Werth vom Unterschiede der Qua- 
drate über BD und AB. 

92. Lehrsatz. W'enn man aus zwei Winkelspitzen (C und 
A Fig. 31.) eines Dreiecks (ABC) Senkrechte (CD, AE) auf die 
gegenüberliegenden Seiten Mit, so sind die Rechtecke, aus jeder 
dieser Seiten und dem zwischen ihrem gemeinschattlichen Endpunkte 

(B) und dem auf sie gefällten Perpendikel enthaltenen Abschnitte 
gebildet, gleich (AB^BD = BCfBE). 

Beweis. Aus 90. 

93. Lehrsatz. Zieht mau aus der Spitze (C Fig. 31.) 
eines Dreiecks nach der gegenüberliegenden Seite eine Gerade (CF), 
welche diese Seite halbirt, so sind das doppelte Quadrat jener Ge- 
raden und das doppelte Quadrat von der Hälfte der genannten 
Seite zusammen so gross als die Summe der Quadrate der beiden 
andern Seiten. 

Beweis. Aus 90. 

94. Lehrsatz, ln allen Parallelogrammen (ABDC Fig. 19.) 
ist die Summe der Quadrate der beiden Diagonalen gleich der • 
Summe der Quadrate der vier Seiten. 

Vorbereitung. Fälle die Perpendikel AF, BG. 

Beweis. DG — CF (46); alsdann wird Satz 90 angewandt 
auf AA ACD und BCD etc. 

97. Lehrsatz. Ist eine Gerade (AB Fig. 32.) in zwei 
solche Stücke getheilt, dass das Quadrat des grossem (AC) gleieli 
ist dem Rechteck aus dem kleinern (BC) und der ganzen Linie; 
und man beschreibt aus dem Theilpunkt (C) als Mittelpunkt einen 
Kreis mit einem Ilallmiesser gleich dem grossem Stück AC; darauf 
aus dem andern Endpunkte (A) dieses Stückes als Slittelpunkte 
einen zweiten Kreis mit einem Halbmesser gleich der gegebenen 
Geraden AB, verbindet den Durchschnittspunkt (Dj der beiden 
Kreise mit den Endpunkten (A und B) und mit dem Theilpunkte 

(C) der gegebenen Linie durch gerade Linien (DA, DB, DC^, so 
erhält man zwei gleichschenkelige Dreiecke, in welchen beideu der 
Winkel über der Grundlinie doppelt so gross ist, als der Winkel 
an der Spitze; die Schenkel des grossem (BAD^ sind gleich der 
gegebenen Linie; die Schenkel des kleineren (CDB) gleich dem 
grossem Stücke (AC) derselben. 
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Vorbereitung. Zielie DE _L AR 

Beweis. Aus 90, 74 uml 51 Zus. 4. 

Ü7. Zusatz 1. Aus (lein Hauptsätze folgt, dass BDC 
= ^CDA oder dass ^BDA durcli die Linie DG halbirt wird. 

97. Zusatz 2. Ferner folgt: dass, wenn in einem gleieli- 
schenkeligen Dreieck jeder Winkel an der Grundlinie doppelt so 
gross ist als der Winkel an der Spitze, die Gerade (GDj, welche 
einen jener Winkel an der Grundlinie halbirt, dessen Gegcnscheukcl 
dergestalt schneidet, dass 

1) das Quadrat des grössern Stückes gleich dem liecht ock aus 
dem kleinern Stück und dem ganzen Schenkel und 

2) das grössere Stück gleich der Grundlinie des Dreiecks ist. 

97. Zusatz 4. Aas dein Hauptsätze geht hervor, dass die 
Construction eines gleichschenkeligen Dreiecks , in welchem jeder 
Winkel an der Grundlinie doppelt so gross als der Winkel an der 
Spitze ist, davon abliängt, eine Gerade so zu tlieilen, dass das Qua- 
drat des grössern Stücks gleich sei dem llecliteck aus der ganzen 
Linie und ihrem kleinern Ahsclinitt. 

98. Lehrsatz. Wenn ein glcichschenkeliges Dreieck so 
beschaffen ist, dass jeder Winkel (AllD, IlDA Fig. Ö2.) an der 
Grundlinie doppelt so gi-oss ist, als der Winkel an der Spitze (A), 
und man zieht aus einem der Scheitel (D) der erstem Winkel nach 
dein Gegenschenkel (AB) eine Gerade (DC) gleich der Grundlinie 
(BD), so wird durch diese Gerade der Gcgenschenkel in zwei solche 
Stücke getheilt, dass 

■ 1) das zwischen der Spitze des Dreiecks und dem Theilpunkte 

enthaltene gleich der Grundlinie, 

2) das Quadrat eben dieses Stückes gleich dem Kechteck aus 
dein andern Stück und dem ganzen Schenkel ist; 

3) in dem durch die gezogene Gerade und die Grundlinie ge- 
bildeten gleichschenkeligen Dreieck (BCD) ist jeder Winkel 
(BCD, CBD) über der Grundlinie doppelt so gross als der 
Winkel an der Spitze; 

4) der Anssenwinkel (ACD) die.ses Dreiecks, welchen die ge- 
zogene Gerade mit dem Schenkel des gegehenen bQdet, ist 
dreimal so gross als der Winkel an der Spitze. 

Vorbereitung. Ziehe DE _L BC. 

Beweis. Erster Theil. Aus 51 und 52. 

Zweiter Theil. Aus 90, 74, 72. 
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Dritter Th eil. Aub 90 und 38, Zus. 2. 

Vierter Theil. Aus 51 und 38, 

100. Erklärung. Innere Winkel eines Vielecks nennt 
man diejenigen , welche dessen Seiten nach der inneren Seite mit 
einander bilden; äussere Winkel, welche die Seiten mit den Ver- 
längerungen der au sie angrenzenden nach aussen bilden. 

101. Erklärung. Umfang eines Vielecks nennt man 
die Summe aller seiner Seiten. 

102. Erklärung. Ein regelmässiges Vieleck ist das- 
jenige, dessen Seiten alle gleich sind und gleiche "Winkel mitein- 
ander bilden. 

102. Zusatz 2. In einem regelmässigen Vieleck ist der 
Umfang gleich dem Sovielfachen einer der Seiten , als die Zahl, 
welche angibt, aus wie vielen Seiten das Vieleck besteht, Einheiten 
enthält. 

103. Lehrsatz. Zieht man aus einer beliebigen Ecke eines 
beliebigen Vielecks von lauter ausiqiringenden Winkeln gerade Li- 
nien nach allen andern Ecken , so winl das Vieleck in so viele 
Dreiecke getheilt, als es Seiten hat, weniger zwei. 

Beweis. Leicht. 

104. Lehrsatz. In allen Vielecken, gleichviel ob regel- 
mässigen oder unregelmässigen, beträgt die Summe aller inncm 
Winkel zweimal so viel llt'chte als Seiten sind, weniger vier Kechte. 

Beweis. Aus 38, nachdem man das Vieleck durch gerade 
Linien, die mau aus einer Ecke nach allen übrigen zieht, in Drei- 
ecke zerlegt hat. 

104. Zusatz 1 . Wenn das Vieleck regehnässig ist und die 
Zahl der Seiten durch g bezeichnet wird, so fasst jeder Winkel, da 
sie alle gleich sind , so viele Kechte in sich , als durch die Zahl 
2.g 4 

— s ansgedritckt werden. 

104. Zusatz 2. Es giebt nur drei Arten von Figuren, das 
gleichseitige Dreieck, das Quadrat und das regelmässige Secliseck, 
die, um einen und denselben Punkt herumgelegt, einen Kaum voll- 
kommen ausfiillen können, ohne etwas übrig zu lassen ; es geschiekt 
dies nämlich durch sechs gleicliseitige Dreiecke, vier Quadrate und 
drei Sechsecke. 

105. Lehrsatz. Alle Aussemvinkel eines Vielecks sind 
zusammen gleich vier Hechten. 
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Beweis. Aus 20 uiul 10]. 

107. Lehrsatz. Wenn man alle Winkel eines regel- 
mässigen Vielecks lialbirt, so: 

1) schneiflen sich alle die Geraden (AC, DC, FC, HC, KC, MC 
Fig. 33.), welche die Winkel halbiren, in einem Punkte (C); 

2) sind diese ( teraden imtereinander gleich und theilen demnach 
das Vieleck in so viele gleichscheukelige Dreiecke, als es 
Seiten hat; 

3) bilden sie um den Punkt C gleiche Winkel (ACD, DCF 
n. 8. w.); 

4) liegt der Punkt C von allen Vielecksseiten gleich weit ent- 
fernt, d. h. die Senkrechten (CB, CE, CG u. s. w.), die man 
von ihm aus nach jenen zieht , sind gleich. 

Beweis. Der erste Theil aus 46. Der zweite und dritte 
Theil aus dem ersten. Der vierte Theil aus 46. 

108. Erklärung. Ceiitrum oder M i 1 1 el p u nk t eines 
regelmässigen Vielecks ist ein Punkt von solcher Lage , dass die 
von ihm aus nach den Ecken gezogenen Geraden gleich sind mid 
die Winkel des Vielecks halbiren; diese Geraden heissen Strahlen 
oder Radien. 

1011. Erklärung. Die Senkrechte, die aus dem Mittel- 
punkte eines regelmässigen Vielecks auf eine seiner Seiten gefällt, 
wird , heisst Perpendikel. 

110. Erklärung. Die gleiclischenkeligen Dreiecke, in 
welche ein Vieleck (durch die Radien) zerlegt wird , werden mit 
Recht Mittelpunktsdreiecke genannt, weil sie um den Mittel- 
punkt herumstehn; und da sie alle, untereinander gleich sind, so 
gilt für alle, was fiir eines derselben liewie.sen wird. 

110. Zusatz 1. Jeder Mittelpunktswinkel eines regel- 
mässigen Vielecks, welcher durch zwei nach den Endpunkten einer 


und derselben Seite gezogene Radien gebildet wird , ist — 


s ' 


wenn g die Anzahl der Seiten bezeichnet ; und mithin ist ein W'in- 
kel, welchen zwei Vielecksseiten miteinander bilden, = (n — -2) 
halben Mittelpunktswinkeln. 

110. Zusatz 2. In einem regelmässigen Sechseck ist das 
durch eine Seite und zwei Radien gebildete Mittelpunktsdreieck 
gleichseitig. 

112. Lehrsatz. Wenn die Anzahl der Seiten eines regel- 
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massigen Vielecks eine gerade ist, so inacben die Vieiden Linien 
(AC und CH, CD und CK u. s. w. Fig. 33.) , welche vom Mittel- 
punkte nach zwei gegeniiherstehenden Ecken gezogen werden, eine 
einzige Gerade aus , welche das Vieleck in zwei gleiche 'J'heile 
theilt; eine solche Gerade heisst Diagonale; zwei Senkrechte 
(CB und CJ, CE und CL u. s. w.) , die man vom Mittelpunkte aut' 
zwei Gegenseiten fMllt, machen gleichfalls eine einzige Gerade aus, 
welche auch das .Vieleck in zwei gleiche Theile theilt ; dasselbe 
gilt von jeder durch den Mittelpunkt gezogenen Geraden (OCP.j; 
endlich sind je zwei Gegenseiten (KH und AD, DF und KM u. s. w.) 
parallel. 

Beweis. Aus 21, 107, 26. 

113. Lehrsatz. Wenn man in einem regelmässigen Viel- 
eck von gerader Seitenzahl, also in einem symmetrischen, die End- 
punkte paralleler Beiten durch gerade Linien verbindet , w) bilden 
die gegenseitigen Durchschiiittspunkte derselben um den Mittelpunkt 
herum ein neues regelmässiges Vieleck , welches dieselbe Anzahl 
Seiten hat, als das gegebene, und dessen l’erpendikel halb so gross 
ist, als die Seite des gegebenen Vielecks. (Fig. 33.) 

Beweis. Aus 51, 46, 112. 

115. Lehrsatz. Wenn man auf jeder Seite eines regel- 
mässigen Vielecks von ungerader Beitenzahl in jedem ihrer End- 
punkte eine Benkrechte errichtet, so bilden die Durchschnittspuukte 
derselben zwei einander gleiche regelmässige Vielecke und jedes 
von gleicher Beitenzahl mit dem gegebenen; das Perpendikel der- 
selben ist halb so gross als die Seite des gegebenen Vielecks; sie 
haben einen gnmeinschaftlichen Mittelpunkt mit diesem und liegen 
ganz innerhalb desselben , es sei denn , dass es ein (gleichseitiges) 
Dreieck sei. Bezeichnet man jede Ecke des gegebenen Vielecks als 
den Anfangspunkt einer Seite und den Endpunkt der iiächstvorher- 
gebenden, so wird das eine jener Vielecke von den Senkrechten 
gebildet , welche in den Anfangspunkten , das andere von * denen, 
welche in den Endpunkten der Beiten auf diesen errichtet sind. 
(Fig. 34.) 

Beweis. Aus 38, 46, 51. 

116. Lehrsatz. Wenn man auf allen Beiten eines regel- 
mässigen Vielecks Pimkte (E, F, G, J, L Fig. 35.) annimmt, so 
dass sie von den nächsten Ecken gleich weit entfernt sind, so bil- 
den die sie verbindenden Geraden ein regelmässiges Vielwk , wel- 
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dies die gleiche Anzahl Seiten und denselben Mittelpunkt mit dem 
gegebenen hat. 

Beweis. Erster Th eil. Aus der Congruenz der Drei- 
ecke AEL, EDF u. s. w. 

Zweiter Th eil. Aiuf der Congruenz der Dreiecke AOL, 
E(JD H. s. w., daher LO = EO = EO u. s. w., also O der Mittelpunkt. 

117. Lehrsatz. Der Flächeninhalt eines regelmässiged 

Vielecks ist gleich dem eines Dreiecks, dessen Grundlinie gleich 
dpm Umfange und dessen Höhe gleich dem Perpendikel des Viel- 
ecks ist. 

Beweis. Aus 107, 102. 

117. Zusatz. Der Inhalt eines regelmässigen Vielecks ist 
gleich dem eines Kecbtecks, dessen Höhe gleich dem Perpendikel 
dos Vielecks und dessen Grundlinie gleich dem halben Umfang des- 
selben ist. 

118. Lehrsatz. Der Inhalt aller geradlinigen Figuren 

wird auf den Inhalt von Kechteckeu zurUckgetiihrt, und man kann 
allezeit ein Rechteck construiren , welches mit einer gegebenen 
Figur gleichflächig ist 

Beweis. Die Figur wird in Dreiecke zerlegt durch gerade 
Linien , die man von einer ihrer Ecken nach den nbrigen zieht ; 
jedes dieser Dreiecke ist alsdann gleich einem bestimmten Rechteck 
(84, Z. I ;, und man kann, wie aus den früheren Sätzen heiwewgeht, 
ein Rechteck construiren , welches gleich der Summe jener Recht- 
ecke , mithin gleich dem gegebenen Vieleck ist. 


Aus dem dritten Bnehe, 

hHiideliid 

Von der Proportionalität. 

119. Erklärung. Wenn eine Grösse metnrere Mal ge- 
nommen, oder mit andern Worten, wenn eine Grösse durch die 
Multiplication mit irgend einer Zahl , einer andern Grösse gleich- 
kommt , so ist sie ein genauer, ein aliquoter 'l’heil der zwei- 
ten Grösse ; wenn sie liingegen ein - oder rnehreremal genommen 
derselben nicht gleichkoramt, sondern kleiner bleibt uial , noch ein- 
mal mehr gentanmen, grösser wird, so ist sie ein nicht genauer 
Tbeil der zweiten Grösse. 
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120. Erklärung. Eine Grösse wird das Vielfache 
einer andern genannt, wenn diese letztere sie misst oder ein ali- 
quoter Theil von ihr ist. 

121. Erklärung. Zwei (oder mehrere) Grös.sen heissen 
Gleichvielfache von zwei (oder mehreren) anderen, wenn sie 
dieselben gleich viehnal in sich fassen, eine jede nämlich die Grösse, 
von welcher sie das Vielfache ist. 

122. Erklärung. Potenzen einer Zahl nennt mau die 
Zahlen, welche man erhält, wenn man die erstgenannte ein-, zwei-, 
drei-, vier- u. s. w. mal durch sich selbst multiplicirt. Man erhält 
namentlich die zweite Potenz, auch Quadrat genannt, wenn 
die Zahl einmal durch sich selbst multiplicirt winl; die dritte 
Potenz, auch C u h u s oder W ö r f e 1 genannt , wenn die Zahl 
zweimal, die vierte Potenz, wenn sie dreimal, die fünfte 
Potenz, wenn sie viermal u. s. f. mit sich selbst multiplicirt 
wird. 

123. Erklärung. Hat man eine Zahl, so nennt man 
Wurzeln derselben diejenigen Zahlen, w'elche, mit sich selbst mul- 
tiplicirt, die erstere geben,' und zwar zweite wler Quadrat- 
Wurzel, dritte oder Cubik- Wurzel, vierte, fünfte u.s. w. 
Wurzel die Zahlen, welche ein-, zwei-, drei-, vier- u. s. w, 
mal mit sich selbst multiplicirt die gegebene Zahl ausmaclien. 

124. Erklärung. Gleichartige Grös.sen nennt man 
Grössen von solcher Keschaifenheit , dass ein Vielfaches der kleine- 
ren der grösseren gleichknmmen oder sic übertreffen kann; oder 
auch Grössen , welche aus derselben Art von Einheiten bestehen, 

So sind z. B. Linien gleichartige Grössen; ebenso Parallelo- 
gramme; Oxhoft und Eimer, weil eine gewisse Anzahl Eimer einen 
Oxhoft ausmachen ; aber eine Linie , ein Parallelogramm und eiu 
Oxhoft sind ungleichartige Grössen. 

125. Erklärung. Messbare laler cum m cn sur a b 1 e 
Grössen oder Zahlen nennt man diejenigen, welche ein gemein- 
schaftliches Maass haben, sei es, dass die kleinere das Maass der 
grösseren , d. h. genau einige Mal in derselben enthalten ist oder 
darin aufgeht, sei es, dass eine dritte Grösse das Maass oder eiu 
genauer Theil von beiden ist. 

125. Zusatz 1. Alle Brüche sind commensurabel zu ein- 
ander, indem man sie nur auf denselben Nenner zu bringen braucht. 
12t). Erklärung. Incommensurable Grössen nennt 


Digitized by Google 



28 


Aus dein dritten Buche. 


« 


man diejenigen, welche kein gemeinschaftliches Maass haben, d. h. 
von denen die eine kein Vielfaches von der andern oder kein Viel- 
faches von einem genauen Theile derselben ist. 

127. Erklärung. Wenn man zwei gleichartige Grössen 
zu dem Ende miteinander vergleicht , um die Grösse der einen aus 
der der andern unmittelbar zu bestimmen, so nennt man dies 
das Verhältniss derselben ausfinden, und die Bestimmung selbst 
ist das Verhältniss, welches die Grössen zu einander haben. 

128. Erklärung. Wenn man zwei gleichartige Grössen 
miteinander vergleicht , um zu erfahren , welches Vielfache die eine 
von der andern ist oder, was auf dasselbe hinauskomint, wie vielmal 
die letztere in der cretcren enthalten oder der wievielste Theil sie 
von ihr ist, so sagt man, man bestimme das geometrische Verhält- 
niss oder auch kurzweg das Verhältniss, das zwischen den Grössen 
Statt findet; so dass das geometrische Verhältniss oder kurz das 
Verhältniss zwischen zwei Grössen auzeigt, wie vielinal die eine die 
andere in sich schliesst. 

Die Grössen, welche das Verhältniss bilden, heis.sen dessen 
Glieder; die Grösse, die man zuerst nennt, wird Vorderglied, 
die andere Hinterglied genannt; so dass Jeiles Verhältniss aus 
einem Vorder- und einem Ilintergliede besteht. 

129. Erklärung. Anzeiger oder Exponent eines 
Verhältnisses nennt man den Quotient, den man aus der Division 
des Vordergliedes durch das Hinterglied erhält, oder als daraus er- 
halten annimmt. 

129. Zusatz. Wenn das V'orderglied grösser ist als das 
Hinterglied, so ist der Anzeiger eine ganze Zahl oder eine ganze 
Zahl mit einem Bruch ; ist das Vorderglicd kleiner als das Hinter- 
glied, so ist der Anzeiger ein echter Bruch; ist der Anzeiger com- 
mensurabel, so ist es das Verhältniss ebenfalls; ist aber der An- 
zeiger incommensurabel , so ist auch das V'erhältniss incommensu- 
rabel; und umgekehrt. 

130. Erklärung. Zwei Verhältnisse werden gleich oder 
dieselben genannt, wenn ihre Anzeiger gleich sind; aber von 
zwei Verhältnissen Lst dasjenige das grössere , welches den grössern 
Anzeiger hat, oder, was auf dasselbe hinauskommt : Ein Verhältniss 
ist ebensogross, grösser oder kleiner als ein anderes, jenachdem 
der Anzeiger des erstem ebensogross, grösser oder kleiner als der 
des letztem ist. Haben nun verschiedene Grössen dasselbe Ver- 
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hältniss zu einander, so sagt man, sie seien proportional; und 
Proportionalität greift Platz, wo eine Gleieliheit von Verhält- 
nissen Statt findet. 

130. Zusatz 1. Wenn vier Grössen jjroportionirt sind und 
die erste zur zweiten connnensurabel ist, so ist die dritte zur vier- 
ten gleichfalls commensurabel ; ist dagegen die erste zur zweiten 
incommcnsurabel, so ist es auch die dritte zur vierten. 

130. Zusatz 2. Alle Brüche und alle Produkte, aus der 
Multiplikation von Zahlen entstanden, sind Verhältnisse; denn setzt 

A 

man — - = q und D X K = C , so ist zwischen A und B da.sselhe 

I) 

Verhältniss als zwischen q und der Einheit; und E hat zur Einheit 
dasselbe Verhältniss wie C zu 1). 

130. Zusatz H. Die Proportionalität erhei-scht mindestens 
drei Grössen. 

131. Erklärung. Wenn Grös.sen, die gleiches Verhältnias 
zu einander haben, alle verschieden sind, so sagt mau, sie seien 
unterbrochen pro])ortionirt^ sind sie jedoch so beschaffen, dass 
immer eine eines vorhergehenden Verhältnisses im darauffolgenden 
sich wiederliolt , d. h. da.ss das llinterglied des ersten Verhältnisses 
das Vorderglied des zweiten, das Hinterglied des zweiten das 
Vorderglied des dritten u. s. f. ist, alsdann sagt man, die Grös-sen 
seien stetig proportionirt , und die stetige Proportionalität wird 
geometrische Reihe oder Progression genannt, in welcher 
gleichweitabstehende Glieder diejenigen sind, die von einem 
bestimmten Gliede durch eine gleiche Anzahl von Gliedern ge- 
trennt sind. 

131. Zusatz. Die geometrische Reihe heisst eine stei- 
gende oder fallende, jenachdem die Glieder fortlaufend grösser 
oder kleiner werden. 

132. Erklärung. Wenn drei Gröasen stetig proportionirt 
sind , so wird die zweite die mittlere I'roportionale und die 
letzte die dritte Proportionale genannt; sind vier Grössen 
unterbrochen proportionirt, so heis.st die letzte die vierte Pro- 
portionale; ausserdem heissen das erste und letzte Glied: äus- 
sere Glieder, und das zweite und dritte: m ittlere G 1 i ed er. 

133. Erklärung. Die Vorderglieder der beiden Verhält- 
nisse einer Proportion w’erden in Bezug des einen auf das andere 
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entsprechende niomologe) (Mieder genannt; dasselbe gilt von 
den Hintergliedern. 

134. Erklärung. Wenn inan vier Grössen hat und be- 
trachtet ihr Verhältniss in Bezug auf die Reihenfolge , in welcher 
man sie auffiihrt, so sagt inan, sie stehen in geradem Verhältniss 
zu einander, wenn sich die erste zur ^zweiten wie die. dritte zur 
vierten verhält oder mit andern Worten: wenn das Verhältniss der 
ersten zur zweiten gleich dem Verhältniss der dritten znr vierten 
ist; im umgekehrten Verhältniss dagegen, wenn sich die erste 
zur zweiten wie die vierte zur dritten verhält, oder die zweite zur 
ersten wie die dritte zur vierten. 

135. Erklärung. Zusammengesetzte Verhältnisse 
sind sidche, welche aus verschiedenen anderen Verhältnissen gebil- 
det werden, und zwar durch Multiplication dieser letzteren Verhält- 
nisse (die man in diesem Falle Wurzeln oder Factoren nennt)- 
Wenn alle Wurzeln gerade genommen werden, so ist das zusam- 
mengesetzte Verhältniss ein gerades Verhältniss aus allen; werden 
sie sämmtlich umgekehrt genommen, so ist das zusammengesetzte 
Verhältniss ein umgekehrtes zusammengesetztes Verhältniss der 
Wurzeln; werden endlich einige Wurzeln gerade, andere umgekehrt 
genommen, so ist das zusammengesetzte Verhältniss aus geraden 
und umgekehrten Verhältnissen gebildet. 

136. Erklärung. AVenn ein Verhältniss ans gleichen Ver- 
hältnissen ziLsammengesetzt ist, so nennt man es zweifach hohes, 
dreifach hohes, vierfach hohes u.s. w., jenachdem die Zu- 
sammensetzung aus zwei , drei , vier u. s. w. gleichen A'erhältnissen 
Statt fand und folglich das zusammengesetzte A'crhältniss die zweite, 
dritte , vierte u. s. w. Potenz eines der gleichen Verhältnisse ist. 

137. Erklärung. Man nennt ein A'erhältniss das zwei- 
fach niedere, dreifach niedere u. s. w. von einem andern 
gegebenen , wenn es die zweite , dritte u. s. w. Wurzel des letz- 
tem ist. 

138. Forderungssatz. Man fordert, dass, wenn drm 
Grössen gegeben sind , eine vierte Proportionale zu ihnen gefunden 
werden könne. 

139. Forderungssatz. Man fordert, dass zu zwei gege- 
benen Grössen eine dritte Proportionale gefunden werden könne. 

140. Grundsatz. Gleiche Grössen haben dasselbe Verhält- 
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niss au einander; auch hat eine jede von ihnen ein gleiches Ver- 
hältniss zu einer dritten Grösse. 

141. Grundsatz. Von zwei ungleichen Grössen hat zu 
einer und derselben dritten die grössere ein grösseres Verhältniss 
als die kleinere; jedoch hat die dritte zu der grösseren ein klei- 
neres Verhältniss als zur kleineren und ein grösseres Verhältniss zu 
der kleineren als zur grösseren, und umgekehrt. 

142. Grundsatz. Grössen, welche zu einer und derselben 
Grösse ein gleiches Verhältniss haben, sind gleich; und umgekehrt. 

143. Grundsatz. Gleich vielfache und gleich aliquote 
Theile von zwei gleichen Grössen sind gleich, <md die von zwei 
ungleichen Grössen haben da.s.selbe Verhältniss xn einander, als die 
Grössen selbst. 

143. Zusatz. Man kann dies auch so ausdrücken: Wenn 
zwei Grössen einander gleich sind, so wird diese' Gleichheit nicht 
gestört, wenn die Grössen durch dieselbe Zahl multiplicirt oder 
dividirt werden, und eine Grösse bleibt dieselbe, wenn sic durch 
dieselben Grössen multiplicirt und dividirt wird. 

144. Grundsatz. Wenn zwei Verhältnisse einem dritten 
gleich sind, so sind sie unter einander gleich. 

Mi'). Grundsatz. Wenn von zwei Verhältnissen,' die ein- 
ander gleich sind, das eine grösser oder kleiner als ein drittes ist, 
so ist es auch das zweite. 

14(3. Lehrsatz. Wenn vier Grössen A, B, C, D propor- 
tionirt sind, und man nimmt Gleichvielfache (mj von der ersten 
und dritten (mA, mC) und andere (ileich\nclfache (n) von der 
zweiten und vierten (nB, nD), so ist das Vielfache von der dritten 
ebensogross , grösser oder kleiner als das von der vierten , jenach- 
d«n das Vielfache von der ersten ebensogross, grösser oder kleiner 
als das von der zweiten ist, welche Vielfache mau auch immer 
nohnien möge. 

Beweis. Nach der Voraussetzung ist A : B = C : D oder 

A _ 

B ~ D 

. , . mA inC 
nß^nÜ 

folglich , da inA entweder > oder = oder < nB , ist auch 
mO entweder > oder = oder ■< nD. 

147. Lehrsatz. Wenn das Verhältniss von A zu B grösser 
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ist als (las von C zu I), so kann man solche Gleichvielfache (m) 
von der ersten und dritten (niA, inC) und solche andere (n) von 
der zweiten und vierten nelnnen (iiB, nD), dass, wenn das Viel- 
fache von der ersten (mA) das von der zweiten (nB) übertrifft, 
dennoch das von der dritten (mC) das von der vierten (nD) nicht 
übertrifft, sondern gleich oder kleiner ist. 


Beweis. Es .sei A : B > C : D oder 
A C 


. . niA mC 
uB^hD- 


mA mC . , , 

ist, > -pr sein, sowolil 
nB nl) 

mC =- nD oder mC < nl ) ist. 


wenn 


Nun kann, wenn mA >• nB 
inC > iiD, als auch wenn 


148. Lehrsatz. Wenn man zwei Verhältnisse A:B und 
C:D hat, und es sind Gleichvielfache der Vorderglieder (mA, mC) 
ebensogross, grösser oder kleiner als andere Gleichvielfache der 
Hinterglieder (iiB, nD) , so sind die Verhältnisse gleich. 


Beweis. Der Lehrsatz behauptet: Ist, wenn niA entweder 
> oder = oder < nB, daun auch mC > oder = oder < iiD, 
so ist A : B = C : D. 

Wenn dies nicht wäre, so wäre entweder A:B>C:D oder 
C:D>A:B. Fände das Krstere Statt, so könnte man (147), 
wenn niA > oder = oder < nB ist, für jeden dieser drei Fälle 
haben : entweder mC > nD oder mC = nD oder mC < nD , was 
gegen die Voraussetzung ist. Auf gleiche Weise zeigt man, dass 
ebensowenig C : D > A : B .sein kann; mithin ist A : B = C : D. 

149. Lehrsatz, ln jeder Proportion ist, jenachdem das 
Vorderglied des ersten Verhältnisses grösser, ebensogross oder klei- 
ner als sein Hinterglied ist, auch das Vorderglied des zweiten Ver- 
hältnisses grösser, ebensogross oder kleiner als sein Hinterglied; 
oder jenachdem das A'orderglied des ersten Verhältnisses grösser, 
ebensogross oder kleiner als das Vorderglied des zweiten Verhält., 
uisses ist, ist auch das Ilinterglied des ersten Verhältnisses grös.ser, 
ebensogross oder kleiner als das des zweiten; oder wenn das Hinter- 
glied des einen Verhältnisse.s grösser, el(ensogross oder kleiner als 
das Hinterglied des andern, so ist auch das Vorderglied des erstem 
grösser, ebensogross oder kleiner als das des andern. 
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Beweis. Es ist — = — ; ist nun A>B, so muss auch 
D D 

C >■ D sein u s. w. 

ir>0. Lehrsatz. Wenn \'ier Grös.sen eine geometrische 
Proportion bilden, so ist das Produkt aus den beiden iiussem gleich 
dem l’rodukt aus den beiden mittleren ; und umgekehrt : Wenn 
zwei Produkte , von denen jedes aus zwei Grössen besteht , gleich 
sind , so bilden die Grössen eine geometrische Proportion und zwar 
dergestiilt, dass eine Grösse des ersten Produktes sich zu einer 
Grös.se des zweiten verhält, wie die andere dieses letzteren zur 
anderen des ersteren. 

Beweis. Aus 129, 130 und 143, Zus. 


150. Zusatz 1. Wenn drei Grössen stetig proportionirt 
sind, so ist das Produkt ans den beiden äussern gleich der zweiten 
I’otenz der mittleren. 

150. Zusatz 2. Hieraus folgen von selbst die Regeln, um 
eine \’ierte , dritte oder mittlere Proportionale zu finden. 


151. Lehrsatz. Wenn vier Grössen A, B, C, D propor- 
tionirt sind, so bleiben sie es auch bei Verwechselung des ersten 
Gliedes des zweiten Verhältnisses und des letzten Gliedes des ersten 
in ihren Stellen, und auch bei Umkehrung, .so dass die Vprder- 
und Hinterglieder in jedem Verhältniss für sich ihre Stellen ver- 
tauschen. 

Beweis. Aus 150. 

151. Anmerkung 4. Die vier lllieilcr einer l'rnporlinn künnen .inf 
verschieilenarlige VVei.se nnigestelll «erilen, wenn man Verwechselung mul 
Uinkehrnng mil einanricr vereinigt; so zwar: 


de N iem, 


A : 

B = C : 

D 

A 

C — B 

ü 

B ; 

A = It : 

C 

C 

A = 1) 

B 

B : 

11 = A : 

C 

C ; 

n = A 

B 

D : 

B = C : 

A 

0 

f. == B 

A 

'iiseihen 

|n' 0 |iorliofiii'lPn firosi^pn 

A : 1! 

= C 1 1) 

Oller 

sicU .ichl andorp 

Prnpurliunen 

hüllen, 

nanilich: 



1 

1 


1 

1 

A : B 

— • 

— 

B : 




1) 

C 


~ c" 

B 

1 


1 


1 

1 

A ; 

= B : 

— 

B : 

= A 


1) 


c 


C 

■ 17 

C : U 

1 

1 

C : 

1 

1 

sss — J 

— 

-- = h 

• ^ . 


ß 

A 


B 

A 

D : C 

1 

1 


1 

1 

SS — : 

— 

U : 




A 

B 


A ~ 

■ ¥ 

Am. V, 

Swiuden'ti d. (ieum. 
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DergIcicliPii Veründeningeii kanii itiaii nach Belieben forlfiilireii ; die Pro- 
|mr(ionalilät rwischeii den vier Grössen bleibl bcsleben, wenn ilie Prodntic aus den 
äiisserii und initllern Gliedern: A X I) == B X C sehen oder auf diese Oleicliheit 
gebracht werden können 

151. Zusatz. Die Zalilen , die zwei gleiche Produkte bil- 
den, können stets so gestellt, werden , dass eine geometrische Pro- 
portion entsteht. 

152. Lehrsatz. Wenn die Produkte von vier Grössen, 
gebildet aus diesen in der Ordnung , wie sie iiufgeführt werden, 
nämlich ;ius der ersten und zweiten und aus der dritten und vier- 
ten, gleich sind, so stehen die Grössen in umgekehrtem VerhUltnis.s 
zu einander, d. h. es verhält sich die erste zur dritten, wie die 
vierte zur zweiten, oder die erste zur vierten, wie die dritte zur 
zweiten 

Beweis. Aus 151, Zus. 

152. Zusatz. Hierauf beruht das Verfahren, um zu drei 
gegebenen Grössen eine vierte Proportionale zu finden , d. i. eine 
Grösse, die so beschaffen ist, dass die erste, und zweite im umge- 
kehrten Verhältniss zu einander stehen, als die dritte und vierte. 

153. Lehrsatz. Wenn vier Grös.sen proportionirt sind, so 

hat man durch Addition: die Summe der ersten und zweiten 
(A-l-B) zur ersten (A) oder zur zweiten (B), wie die Summe der 
dritten und vierten (C D) zur dritten (Cj oder zur vierten (D); 
und durch Subtraction: den Unterschied der beiden ersten 

(A — B) zur ersten (A) oder zur zweiten (B^, wie den Unterschied 
der beiden letzten (C — D) zur dritten (C) oder zur vierten (D) ; 
durch Addition und Subtraction vereinigt: die Summe der beiden 
ersten zum Unterschiede derselben, wie die Sumnie der beiden 
letzten zum Unterschiede zwischen ihnen; und umgekehrt für alle 
diese Fälle. 

Beweis. Aus 151, Zus. und 144. 

154. Lehrsatz. Wenn das erste Glied einer Proportion 
das grösste von allen ist, so ist das letzte das kleinste; die Summe 
des grössten und kleinsten ist grösser als die Summe der beiden 
andern. 

Beweis. Aus 149 und 153. 

15.5. Lehrsatz. Hat man zwei Proportionen ( A : B = C : D 
und E:F = G:H), jede .aus vier Gliedern bestehend, so erhält 
man zwei neue Proportionen, wenn man die Glieder der einen durch 
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die entsprechenden Glieder der andern mnltiplicirt oder dividirt, 

nämlich: AE : BF = CG ; DU und ^ ^ ^ . 

h# r (_T rl 

Beweis. Aus 1.50 und 151, Zusatz. 

1.55. Zusatz 1. Wenn vier Zahlen proportionirt sind, .sd 
sind es auch deren Potenzen und Wurzeln von f^leicher Höhe. 

155. Zu.satz 2. Sind vier Grö.ssen proportionirt, sri verhält 
sich auch die Hälfte der ersten zu der zweiten, wie die dritte zum 
Doppelten der vierten; oder allgeineiiicr : die Proportionalität bleibt 
ungestört , wenn das eine der beiden äussern Glieder durch eine 
beliebige Zahl dividirt und das andere durch dieselbe Zahl multi- 
plicirt wird. Dasselbe findet Statt bei den beiden Mittelgliedern. 

156. Lehrsatz. Wenn man zwei oder mehrere Propor- 
tionen hat, in denen die Vorder- oder Hinterglieder der einen auch 
entweder die Vorder- oder Hinterglieder der andern sind (A:B = 
D:E und B:C = E:F), so sind die übrigen Ghcder der ersten, 
je<lcs in seiner Stelle, den übrigen Gliedern der zweiten ebenfalls 
proportionirt (A : C = D : Fj. 

Beweis. Aus 155. 

156. Zusatz 1. Wenn A : B = D : E und 

B : C = E : F, 

oder wenn A : B = E : F Und ' ' ‘ ‘ ‘ 


B : C =:= D : E,' ' ' " ‘ 

so ist in beiden Fällen: D >■ oder = oder F, jenachdem 
A > oder ’= oder < C. 

1.56. Zusatz 2. Man kann stets in einer IVöportion für 
zwei Glieder zwei andere ihnen proportionirte setzen. 

158. Lehrsatz. Wenn man 'zwei Ib-oportionen hat (A : B 
= C: D, E : F = G: H), und die Verhältnisse, aus denen sie be- 
stehen, gleich sind ~ ~ ^ ^)’ Sum- 

men oder Unterschiede der Glieder beider Proportionen , in der- 
selben Reihenfolge genommen , ebenfalls proportionirt. 

Beweis. A\is 1 50. 

158. Zusatz. Wenn man zu den Hintcrgliedern einer Pro- 
portion andere Grössen addirt oder von ihnen abzieht i welche in 
demselben Verhältniss zu einander stehen, .als die Vorderglieder, so 
bleiben diese Summen oder Unterschiede in gleichen Verhältnissen 
mit den Vordergliedern. 
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159. Lehrsatz. Wenn man zwei Proportionen hat (A : B 
a= C : D und E : F = G : H) , und es sind die Vorderglieder der 
einen proportionirt den Vprdergliederii der andern (A : C = E : G), 
so sind^die Summen oder Unterschiede der Grössen beider Propor- 
tionen, in der Ordnung der Grössen genommen, gleichfalls propor- 
tionirt. 

Beweis. Aus 150. 

160. Lehrsatz. Wenn verschiedene Grössen (A, B, C, 
D, E u. 8. f.) stetig proportionirt sind oder eine geometrische Reihe 
bilden, so steht die erste zur dritten in zweifach höherem Verhält- 
niss als die erste zur zweiten; zur vierten im dreifach höheren 
Verhältniss und so fort, kurz die erste verhält sich zur nten, wie 
die (n — l)te Potenz der ersten zur (n — 1 )ten Potenz der zweiten. 

Beweis. Aus 131, 155 und 156. 

160. Zusatz 1. Daher ist das Verhältniss des ersten Glie- 
des zu irgend einem andern zusammengesetzt aus den Verhältnissen 
von allen zwischenliegenden Gliedern zu einander , d. i. , da alle 
diese Verhältnisse gleich sind, aus dem Verhältnisse des ersten Glie- 
des zum zweiten, so oft mit sich selbst multiplicirt, als Glieder zwi- 
schen dem ersten und dem angenommenen vorhanden sind. 

160. Zusatz 2. Die mittlere Proportionale zwischen zwei 
Grössen ist stets kleiner als die grössere, aber grösser als die klei- 
nere ; denn wenn A : B = B : C , so ist auch 

A*:B* = B*:C» (155, Zus.l) 

= A : C (160), 

aber A>0, folglich A>B und B>C (149). 

160. Zusatz 3. Jedes Glied einer geometrischen Reihe 
ist gleich dem vorhergehenden multiplicirt durch das Verhältniss 
des zweiten zum ersten , d. h. durch den Anzeiger. 

160. Zusatz 4. Es kann folglich jede geometrische Reihe, 
wenn A das erste Glied, B das zweite und q der Anzeiger, also 

q = ist, wie nachstehend angegeben, ausgedrückt werden: 

A A A1A3A4AS A n— ! 

, .üq , , .i^q , .«q , Äq Äq . 

160. Zusatz 5. Jedes beliebige Glied (das nte) einer geo- 
metrischen Reihe ist gleich dem ersten multiplicirt mit der (n^ — l)ten 
Potenz des Anzeigers. 

160. Zusatz 6. Wenn das erste Glied g^rösser als das 
zweite und mithin der Anzeiger ein Bruch ist, so ist jedes Glied 
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kleiner als dae vorhergehende , und die Keihe ist eine f a 1 1 e n d e , 
in welcher die Glieder nach einem sich gleich bleibenden Verhält- 
nisse immer kleiner werden, je weiter die Keihe fortgeführt wird, 
ohne jedoch jemals Null werden zu können; und wenn das zweite 
Glied grösser ist als das erste, so ist die Reihe steigend; die Glie- 
der werden , je weiter man die Reihe fortsetzt, nach einem sich 
gleich bleibenden Verhältnisse immer grösser; das erste Glied ist 
das kleinste, kann aber niemals Null sein. 

160. Zusatz 7. Nichts hindert, die Reihe, die man mit 
A anznfangen angenommen hat, als bereits vor A beginnend an- 
zusehen; nämlich: 


A 

q-l 

oder 



^ ’ q® ’ ' 


A 


A — ,'n— I) A— *A— JA— *A— lAOA A*A*A« A ' 

160. Zusatz 8 . Man kann auch die Anzahl der Glieder 
einer gegebenen Keihe vermehren , indem man zwischen zwei auf- 
einander folgenden Gliedern eine Anzahl mit diesen stetig propor- 
tionirter einschiebt, durch welches Verfahren die Keihe dennoch 
geometrisch bleibt ; z. B. in der vorhergehenden Reihe : 

A, A,i, A,», A,J, A„ A,*i, A,‘l, A,'i, A,* u. s. f. 
oder: 

A, A,t“, A,«-\ A,«.«, A,', A,'.», A,'-^, A,'-”, A,* u. s. f. 

Es gibt daher keine Zahl, die man nicht als Glied einer 
Reihe betrachten könnte, weil es keine Zahl gibt, die nicht irgend 
einer Wurzel von einer gegebenen Zahl gleich wäre. So ist z. B. 
i_ aas»? 

5 == lo'-**** = lOftoesa: = lo'«««* = ‘»»““lyfösTüT, Es kann 
also 5 betrachtet werden als ein Glied einer geometrischen Keihe, 
in welcher 1 das erste und 10 das letzte Glied ist. 

161. Lehrsatz. In jeder geometrischen Reihe ist das 
Produkt von zwei Gliedern, welche sie auch sein mögen, gleich 
dem Produkte von zwei andern, die gleich weit von jenen entfernt 
sind , das eine von dem einen , das andere von dem andern , und 
zwar so, dass entweder das eine vor dem einen und das andere 
nach dem andern oder beide zwischen beiden stehen. 

Beweis. Aus 160, Zus. 4 und Zus. 1. 

161. Zusatz. Im Fall daher die Anzahl der Glieder zwi- 
schen den beliebig angenommenen ungerade ist, ist das in Rede 


Digitized by Google 



38 


Aus üeui (li'illuii Bui'hc. 


steljeude Produkt gleich der zweiten Potenz des mittelsten Zwischen- 
gliedes./ 

Iü2. Lehrsatz. In jeder geometrischen Keihc, deren erstes 
Glied die Kinheit ist (wie 1, ij, q^, q*. . .. q“J, ist ilas IVodukt von 
zwei. GHedeni gleich einem Gliede derselben Keiho , welches von 
einem jener beiden eben so weit entterut ist , als das andere von 
dem ersten Gliede der Keihe oder der Einheit. 

Beweis. Aus 1 ö 1 , 

163. Lehrsatz, ln allen geometrischen Keihen verhält 
sich die Summe aller Vorderglieder zur Summe aller llintergUoder, 
wie das erste Glied zum zweiten. 

Beweis. Aus 158 und 143. 

163. Zusatz 2.' Wenn A das erste Glied, B das zweite, 
Z das letzte, q der Anzeiger oder der Quotient von B durch A 
dividirt luid S die Sinnme der ganzen Reihe, so ist; 


S = 


A= — ZB 


oder wenn n die Anzahl der Glieder bezeichnet : 


S = 


A — B 

A=_AV _ ^^(<1"— i) 

Ä — A, ~ q — 1 
164. Lehrsatz. Wenn vier oder mehrere Grössen (A, B, 
C, D und E) so beschaffen sind, (h\ss sie sich wie ihre Unterschiede 
verhalten (A : B = A — B:B — C u. s. w.), so bilden sie eine 
geometrische 1‘rfigression, 

Bewei.s. Aus 151 und 153. 

161). Erklärung. Wenn man zwei gleichartige Grössen 
zu dem Ende mit, einander vergleicht, um zu erfahren, um wieviel 
die eine die andere iibertrifft, d. h. wie gross der Unterschied zwi- 
schen beiden ist, an heisst dies das arithmetische Verhaltniss 
zwischen den beiden Grössen ausfinden, tuid der Unterschied selbst 
ist das arithmetische VcrhältuLss. 

166. Erklärung. Man nennt arithmetische Verhältnisse 
identisch oder gleich, wenn der Unterschied der Grossen, zwi- 
schen welchen die Verhältnisse Statt finden, derselbe ist, das heisst, 
wenn das Vorderglied des einen Verhältnisses sein llinterglied um 
ebensoviel übertrifft oder von ihm übertroffen wird, als das Vorder- 
glied eines jeden der andern Verhältnisse sein Hinterglied übertrifft 
oder von demselben übertroffen wird. 

Und hiernach sagt man, dass zwischen Grössen arithmetische 
Proportionalität »Statt findet , oder dass Grössen in arithmetischer 
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Proportion stehen oder arithmetiscli proportionirt sind , wenn die 
arithmetischen Verhältnisse je zweier Grössen identisch sind. So 
ist z. B. 10 : 4 = 7:1 eine arithmetische Proportion, weil 10 — 4 
= 6 und 7 — 1 = 6, und allgemein ist A : B = C : I) eine arith- 
metische Proportion , wenn A — B = C — D oder B — A = D- — 0. 

Selbstredend hat man in beiden Verhältnissen den Unterschied 
der Glieder in derselben Ordnung zu nehmen, in beiden das Hinter- 
glied vom Vordergliede, oder in beiden das Vorderglied vom Hinter- 
gliede abzuziehn. 

167. Erklärung. Grössen sind unterbrochen propor- 
tionirt, wenn die Glieder der beiden gleichen Verhältnisse verschie- 
den sind; stetig proportionirt hingegen, wenn das Hinterglied des 
ersten Verhältnisses das Vorderglied im zweiten, das Hiuterglied des 
zweiten das Vorderglied im dritten u. s. w. ist. Die stetige Propor- 
tionalität führt dw Namen arithmetische Keihe oder Pro- 
gression. Gleichweit abstehende Glieder sind diejenigen, welche 
in Bezug auf ein drittes Glied durch eine gleiche Anzahl von Glie- 
dern von demselben geschieden sind. 

167. Zusatz. Die Iteihe, welche stetig proportiouirte Grös- 
sen bilden, ist steigend oder fallend, jeuachdem die Glieder 
bei Fortführung der Reihe immer grösser oder kleiner worden. 

168. Lehrsatz. Bilden vier Grössen eine arithmetische 
Proportion, so ist die Öunune der äussern Glieder gleich der Summe 
der mittleren. 

Beweis. Aus 166. 

168. Zusatz. Wenn drei Grössen stetig arithmetisch pro- 
portionirt sind, so ist die Summe der äussern doppelt so gross als 
die mittlere Grösse und mithin das Mittelglied gleich der halben 
Summe der beiden äussern. 

169. Lehrsatz. .Je weniger zwei Zahlen von einander 
unterschieden sind, desto weniger unterscheidet sich ihr arithmeti- 
sches Mittel von ihrer mittleren geometrischen Proportionale. 

Beweis. Aus 168, Zus. und löO, Zus. I. 

170. Lehrsatz. Wenn mehrere Grössen eine arithmetische 
ll^he bilden, so ist der Unterschierl, um welchen sie zu - oder ab- 
nebmeu, constant, so dass eine arithmetische Reihe folgende Form 
haben kann : 

A, A±V, A±2V, A±3V A±(n — 1)V. 

Beweis. Aus 167. 
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170. Zusatz 1. Jeilea GHeil ist gleich der Summe oder 
dem Unterschiede des vQ>-hergehenden Gliedes und des Anzeigers 
(oder des constanten Unterschiedes), jenachdem die Reihe steigend 
oder fallend ist. 

170. Zusatz 2. Jedes Glied ist gleich der Summe oder 
dem Unterschiede des ersten Gliedes und des Anzeigers , der letz- 
tere multiplicirt mit der Zahl, welche die Menge der dem ange- 
nommenen Gliedo vorhergehenden Glieder angibt. 

170. Zusatz 3. Das Verhiiltniss des ersten Gliedes zum 
dritten ist doppelt so gross als das des ersten zum zweiten; das 
Verhältniss des ersten Gliedes zum vierten ist dreimal so gross als 
das des ersten zum zweiten u. s. f. , so dass auch hier , jedoch in 
arithmetischem »Sinne, zweifach hohe, dreifach hohe u. s. w. Verhält- 
nisse »Statt haben. 

170. Zusatz 4. Eine anfsteigende Reihe kann mit Null 
beginnen und die Steigung fortgefiihrt werden , so weit man will ; 
eine absteigende Reihe kann mit Null enden oder noch unter Null 
fortgehen; alsdann nehmen die Glieder anscheinend wieder zu, in- 
dem sie in ihrer Reihenfolge diesellien sind, wie die Glieder über 
Null (von Null nach dem Anfangsgliede hin); doch werden sie als 
negativ betrachtet und mit dein Zeichen ( — ) minus versehen: 
4V, 3V, 2V, V, 0, -V, — 2V, - 3V, — 4V u. s. f. 

170. Zusatz 6. Die natürlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, 4.... 
bilden eine arithmetische Reihe. 

171. Lehrsatz. In einer arithmetischen Reihe ist die 
Summe zweier Glieder gleich der »Summe zweier andern, die gleich 
weit von jenen entfernt sind, so zwar, dass das eine von diesen 
um ebensoviel Glieder vor oder nach dem einen von jenen steht, 
als das andere von diesen nach oder vor dem anderen von jenen. 

Beweis. Aus 170. 

171. Zusatz. Wenn die Anzahl der Glieiler ungerade ist, 
so ist die Summe zweier Glieder, welche gleich weit vom Mittel- 
gliede entfernt sind, gleich dem doppelten Slittelgliede oder dieses 
gleich der halben Summe jener beiden. 

172. Lehrsatz. Ist Null das erste oder letzte Glieil einer 
arithmetischen Reihe, so ist die Summe zweier Glieder gleich einem 
dritten , welches ebensoweit von einem derselben entfernt ist als 
das andere vom Anfang oder vom Ende der Reihe, oder von Null. 

Beweis. Aus 171. 
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173 Lehrsatz. Die Summe aller Glieder einer arithme- 
tischen Keihe ist gleich der Summe dc;^Prstcu und letzten Gliedes 
multiplicirt mit der halben Glicderzahl. 

Beweis. Aus 171. 

173. Zusatz. Daher ist die Summe aller Glieder einer 
arithmetischen Keihe auch gleich der halben Gliederzahl multiplicirt 
mit der Summe oder dem Unterschiede von dem doppelten ersten 
Gliede und dem so vielmal genommenen Anzeiger, als die Anzahl 
der Glieder weniger eins beträgt: 

[-iA ±(n — l)V]n 
2 • 


174. Erklärung. Von drei Grössen (A, B, C) sagt man, 
sie seien harmonisch proportionirt , wenn das geometrische Ver- 
hältniss der ersten zur dritten gleich ist dem geometrischen Ver- 
hältniss des Unterschiedes zwischen der zweiten und ersten' zum 
Unterschiede zwischen der dritten und zweiten; das heisst: wenn 
A:C = B — A: C — B, so sind A, B, C harmonisch proportionirt. 

174. A 11111 erk II n K 2. Hat man drei l.iiiieii All, AC, All, su siiiil sic 
harinunisdi |iiu|iuilioiiirl , weiiii 

All : Alt = AU - Af. : AC — All, 

wo alsdann All die grösste, AC die zH'eitgrüsste und All die kleinste isl; nimiiit 
man auf der Linie AU, .AC = AC, Ali = AU, s« ist AU -AC = ('.II und AC — All 
= BC, und man erhall demnaeh AU : AB = CU : BC oder 
AU : CU = AB : BC 

und man .sagt alsdann, dass die Linie AU harinunisdi geschnitten .sei, «oraus fol- 
gende Lrklarnng von La Ilire (seclion Con. I.ih. I. def. 1.) folgt; „Eine gerade Linie 
„AU ist liariiiouisdi gdheill, wenn sidi die ganze Linie (AU) zu einem der aiissern 
„Ahschiiitte (AH oder CU) verhall, wie der andere äirssore Ahsdiiiitt (CU oder AB) 
„zu dem niiltlereii ; oder, wenn das Itediteck aus der ganzen Linie und dem mitt- 
„Icrn Absdinill gleich ist dem Bediteek aus den heiden aiissern.“ 

175. Erklärung. Mehrere Grössen bilden eine harmo- 
nische Keihe, wenn sich die erste zur dritten verhält, wie der 
Unterschied zwischen der zweiten und ersten zum Unterschied zwi- 
schen der dritten imd zweiten, d. h. A, B, C, D, E, F u. s. w. bil- 
den eine harmonische Keihe , wenn ; 

A:C=:B-A:G — B 
B : D = C — B : D— C 

G : E = D— G : E — D 

1) : F == E — D : F — En. s. w. 

175. Zusatz, Wenn Zahlen harmonisch proportionirt sind, 
so sind es auch die Produkte oder Quotienten , die man erhält. 
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wenn man alle jene Zahlen durch eine und dieselbe Zahl multi- 
plicirt oder dividirt. 

177. Lehrsatz. In allen harmonischen Reihen verhält 
sich stets das Produkt ans den beiden ersten Gliedern zu dem Pro- 
dukt aus den beiden letzten wie der Unterschied der beiden ersten 
zum Unterschiede der beiden letzten. 

Beweis. Wenn A : C = B — A : C' — 'B 
B : D = C — B : D — C 
C:E=U — C:E — U 
D:F = E — D:F — E 


so ist auch: 


(155) 


AB : CD = B - A : 1) — C und 

CI) : EF = 1) — C : F — E 

AB ; EF ^ B — A : F — E. 

171). Lehrsatz. Ist Z das n te Glied, A das erste und B 

das zweite einer harmonischen Reihe, so ist: 

iLB _ AB 

A) " 

Beweis. Es ist A : C = B ■ 
dritte Glied: 

AB AB 

2A — B ~ B-P2A — 2B “ B~ 
drei Glieder. 


f'olj^lich 


Z 


c 


B + (n — l)(A — B)- 
~A : C — B, mithin ist das 


iJß—AV 


D 


Ferner ist B : U 

BC _ 

2B' 


= C - B :U- 
B 


— C 
AB 


2B — 


AB 

2A — B 
AB 


C, mithin ist das vierte Glied: 
AB AIP 

B — 4AB^‘B2— AB 


2A 


— ; w. z. b. w. für vier Glieder. 

A) 


E = - r_ 


E ^ 


3A — 2B B — 3 (B - 
Fenier ist C:E = D— •C:E — D, mithin das fünfte Glied 

oder : 

AB 

-A) _ 


U^0_ 

2C — D 

AB 

2AB 


B 


X 


B- 


• 2(B- 
AB 


B — 2(B— A) B — 3(B — A) 

A*B^ 

ÄB[2B — G (B — A) — BT 2 (B — A)] 


AB 


B— 4(B— A)’ 
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w. z. b. w. für fünf Glieder; und so fort; daher für das nte Glied: 


^ Ali AB 

- B — (n— A) ~ B^-(n — l/a— B>‘ 

179. Zusatz 1. Hieraus ergibt sich: 

1) dass man- jedes Glied einer harmonischen Koihe finden kann, 
sobald man die beiden ersten Glieder kennt und weiss, das wie- 
vielste in der Ueihe das gesuchte Glied ist; 

2) dass, wenn die beiden ersten Glieder und ein beliebiges 
drittes gegeben sind , mau finden kann , das wievielste dieses letz- 
tere in der lieihe ist. 

179. Zusatz 2. Hieraus ergibt sich, dass, wenn das zweite 
Glied grösser Lst als das erste, also die l{cihe eine steigende, man 
dieselbe nicht beliebig weit fortführen kann, da B — (n — 1 )(B — A) 
zuletzt =3 0 wird ; dass Jedoch, winin B < A oder die Reihe fallend 
ist, dieselbe beliebig weit fortgesetzt werden kann. 

Wenn die Reihe eine steigende und der Unterschied (B — A) 
der beiden ersten Glieder ein aliquoter Theil des zweiten Gliedes 
(B) ist, BO ist die Reihe emllich oder begrenzt; deun alsdann wird 
(n — 1)(B — Aj zuletzt -= B, also der Nenner B — (n- — 1)(B — -A) 
3=0, und der Bruch, von welchem diese Zahl der Neuner ist, 
kann nicht ausged rückt werden. 

Ist der Unterschied B — A kein aliquoter Theil von B, so 
kann man doch zu einer Zahl gelangen, die. so beschafteu ist, dass 
B • — in(B — A) noch kleiner als B und mithin der Nenner B — 
m(B — A) noch positiv ist, dass aber (m -1- 1)(B — A) grö.sser als- 
B und fidglich der Neuner B— -(m-l-ll(B — A) negativ wirxl, 

wodurch das Glied , —^-7,. und alle übrigen negativ 

B— -(nH-lj(B — Aj 

werden. Es sei z B. das erste Glied A = 20, das zweite Glied 
B=36, so ist B — ■A = 16 und AB = 720, so sind die Glieder 


der Reihe: 20, 36, — 

oder: 20, 36, 


720 


720 


720 


4. 16 


36 — 2.16’ 36 — 3.16’ 36 
720 720 720 720 

4 ’ — 1'2 ’ ’ — 44 

oder; 20, 36, 180, —60, — 25f, — 16,<f u. s. f 

Mau hat alsdann z. B. 


u. s. f. 


36 : — 60 =3 180 — 36 : — 60 — 180 oder 
36 : — 60 =3 144 : — 240 oder 
6 : — 10 = 12 : — 20 . 
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Ebenso 18U : — 25f == 180 — (—60) : —60 — (—25^) oder 
180 : —'f® ^ 180+60 : —60 + 254 oder 
7 : — 1 == 240 : — 344 oder 

7 : — 1 = 240 : — U® oder 

7 : — 1 = 7 : —1. 

180. Lehrsatz. Wenn man eine constante Grösse nach 

und nach durch die Glieder einer arithmetischen Reihe dividirt, so 
bilden die Quotienten eine harmonische Reihe. 

Beweis. Aus 179 geht hervor, dass eine harmonische Reihe 
A, B, C, U E u. s. w. folgendermaassen ausgedrtickt werden kann : 
AB AB AB AB 

B ’ b + (Ä^B)’ B + 2(A”^B)’ B + 3(A — B)’ 

AB AB 

B + 4(A — B) B + (n— 1)(A — B)‘ 

Nun ist aber AB eine constante Grösse, und B, B + (A' — B), 

B+2(A — B), B+3(A— B) B + (n— 1)(A — B) bilden 

eine arithmetische Reihe (170). 

180. Zusatz 1. Die Zahlen, welche das Umgekehrte (die 
reeiproken Werthe) der Glieder einer arithmetischen Reihe sind, 
bilden ^ine harmonische Reihe. 

180. Zusatz 2. Wenn man aus einer harmonischen Reihe 
Glieder herausnimmt, die gleichweit von einander entfernt sind , so 
bilden auch diese eine harmonische Reihe. 

181. Lehrsatz. Wenn drei Zahlen eine arithmetische 
Proportion bilden, so sind die Produkte aus der ersten und zwei- 
ten, aus der ersten und dritteu und aus der zweiten und dritten 
harmonisch proportionirt. 

Beweis. Es ist -f- J, K, L, mithin 
J + L = 2K 
J— L = K — L, 
aber JK : KL = J : L (143) , 
folglich .TK : KL = J(K — L) : L(J — K) (143) oder 
JK : KL = JK — JL : JL — KL, 
also JK, JL, KL harmonisch proportionirt. 

182. Lehrsatz. Nimmt man zwischen zwei Zahlen J, K 
das arithmetische Mittel (A) und die mittlere harmonische Propor- 
tionale (H), so bilden diese vier Zahlen eine geometrische Propor- 
tion, in welcher die beiden gegebenen die äussern und die beiden 
gefundenen die mittleren Glieder sind. 


Digilized by Google 




Aus dem vierten Buche. Von der Aehnliclikeit der Figuren etc. 45 


j I K 

Beweis. Nach der Voraussetzung ist A = 


und J ; K = J . — H . II . 
2K.I 


K oder 


H = 


J + K’ 


aber 

1 : J = K.-KJ (143), 

mithin 


oder 

•T -f- K 2KJ 

2 + 

mithin 

A : J = K : H. 


Aus dem vierten Buche, 

haiidcliKl 

Von der Aehnlichkeit der Figuren etc. 

192. Erklärung. Aehn liehe Figuren nennt mau die- 
jenigen , in welchen die Winkel einzeln genommen einander gleich 
sind und die Seiten, welche gleiche Winkel einschliessen und glei- 
chen Winkeln gegenüberstehen, einerlei Verhältniss zu einander 
haben. 

193. Erklärung. Die Seiten, welche in ähnlichen Figu- 
ren gleiche Winkel einschliessen oder gleiclien Winkeln gegenüber- 
liegen, werden gleichgelegene oder entsprechende Seiten 
genannt. 

195. Lehrsatz. Wenn man in einem Dreiecke (ADE 
Fig. .TC.) eine Gerade (BC) parallel mit einer der Seiten (DE) 
zieht, so schneidet sie die beiden andern Seiten so, dass die Stücke 
der einen dasselbe Verhältniss zu einander haben als die Stücke 
der andern; und umgekehrt: wenn eine Gerade zwei Seiten eines 
Dreiecks so schneidet, dass die Stücke der einen dasselbe Verbält- 
niss zu einander haben als die Stücke der andern, so ist sie pa- 
parallel der dritten. 

Erster Beweis. Erster Fall. Wenn die Linien BA 
und BD ein gemeinschaftliches Maass, z. H. die Linie AZ, haben 
alsdann wird die Linie AB dieses Maass etwa m Mal, die Linie 
BD nMal enthalten, und man beweist aus Satz 63, dass, wenn 
ZQ II DE , AG die Linie AQ auch ra Mal und CE dieselbe n Mal 
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in sieb schliesst, woraus nach 143 und 146 folgt, dass BA: BD — 

AC : CE. 

Zweiter Fall. ^Venn die Linien BA und BD kein ge- 
meinschaftliches Maass haben, so sei AZ ein Maass von AB, wel- 
ches AB m Mal enthalte, alsdann wird auch AQ ni Mal in AC ent- 
halten sein (63), und AZ werde mehr als n Mal und weniger als 
(n-t-l)Mal in BD hegritfen, so ist auch AQ mehr als n Mal und 
weniger als (ii -h 1 ) Mal in CE begriffen , und folglich , da BA = 
m . AZ ; AC = m . AQ ; BD > n AZ und < (n 1 ) • AZ ; CE > 
n . AQ und -<(n-t- 1)*AQ, ist (148): AB : BD = AC : CE. 

Das Umgekehrte wird aus der UJugereimtheit, in welche man 
durch Annahme des Gegentheils verliillt, bewiesen. 

Zweiter Beweis. Man ziehe CD und BE. so ist A BCE 
= ABCD (84)-, nun verhalten sich (200) die Dreiecke BCD und 
BAC wie ihre Grundlinien BD und BA, ebenso die Dreiecke BCE 
und BAC wie ihre Grundlinien CE und AC, woraus (144): BA:BD 
= AC : CE. . 

Das Umgekehrte wird aus der Ungereimtheit, in welche man 
durch Annahme des Gegeiltheils verfüllt, bewiesen. 

195. Zusatz 1. Die ganzen Seiten stehen in demselben 
Vei’liältniss zu einander, wne ihre Stücke. 

195. Zusatz 2. Zieht man in einem Dreiecke zwischen 
zwei Seiten beliebig viele Parallelen mit der dritten, so haben die 
Stücke, in welche eine jener Seiten durch die Parallelen getheilt 
werden, dasselbe Verhältniss zu einander als die entsprechenden 
Stücke der andern. 

196. Lehrsatz. Wenn die drei Winkel eines Dreiecks 
(ABC Fig. 37 ) einzeln genommen gleich sind den drei Winkeln 
eines andern Dreiecks (CDE), (nämlich Zl BAC = Zl DCE, 
^ABC = ^CDE, ^ACB=^CED), so stehen die Seiten, 
welche in beiden Dreiecken gleiche Winkel einschliesscn und glei- 
dien Winkeln gegenüberliegen, in demselben Verhältniss. 

Vorbereitung. Man stellt die beiden Dreiecke so neben 
einander, da.ss zwei gleichen Winkeln gegenüberliegende Seiten AC, 
CE eine einzige gerade Linie aiismachen, dann folgt aus 24 , dass 
CD II AB , DE II BC ; verlängert man hierauf AB und DE bis zu ^ 
ihrem Durchschnitt in F und zieht DG || AE, so ist (50) BC = FD, 

BF = CD, GD := AC. 

Beweis. Aus 195. , 
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196. Zusatz 1. Dreiecke, die gleiche Winkel liaben, sind 
ähnlich. 

liH!. A um e rk II iiR 1. Zur Keslslclluiid di r Aeliiilii likeit üweier llreirrke 
geiiiigl die [li'diii^iiiii;. dass zwei Winkel des einen einzeln gleich sind zweien Win- 
keln des andern. 

19(). Zusatz 2. Wenn zwei Dreiecke glciclie Winkel ha- 
ben und mithin äiinlich sind , so sind die ans den Spitzen gleiclier 
Winkel gefiillton Ilölionperpendikcl in demselben Verhältniss als 
zwei entsprechende Seiten, und die.se letzteren (niithigcnfalls ver- 
längert) werden durch die Ilöhenpcrpcndikel in proportiouirte 
Stücke getheilt.. 

196. Zusatz 3. Nimmt mau auf einer Linie (AE Fig. 20.) 
einen Punkt (A) und zieht aus zwei andern Punkten (C, E) zwei 
Linien (CB, ED) nach derselben Seite hin und zwar dergestalt, 
dass sie nicht nur parallel, sondern auch dasselbe Verhältniss zu 
einander haben, wie ihre Abstände von dem Punkte A (BC : DE = 
AC:A_E), so liegen ihre Endpunkte (D, Bj mit dem angenomme- 
nen (A) in einer geraden Linie. 

197. Lehrsatz. Wenn die drei Seiten (AB, AC, BC 
Fig. 38.) eines Dreiecks (BAC) dasselbe Verhältniss zu einander 
haben als die drei Seiten (DE, DF, EF) eines andern Dreiecks 
(DEF), so sind in beiden Dreiecken diejenigen Winkel gleich, die 
von prnportionirten Seiten eingeschlossen werden. 

Vorbereitung. Mau construire über DF ein Dreieck DGF, 
dessen Winkel einzeln denen de.s Dreiecks AB(J gleich sind, näm- 
lich; ^ABC = ./ DGF, ./BAC = zlDFG, /IBCA = ZlFDG. 

Beweis. Aus Satz 190 wird die Proportionalität der Seiten 
in den Dreiecken DGF und ABC dargethan, alsdann aus der Vor- 
aussetzung und Satz 156 die Gleichheit der Seiten in den Drei- 
ecken DGF und DEF, hierauf in diesen letztem Dreiecken nach 
Satz 50 die Gleichheit der Winkel, woraus endlich auch die Gleich- 
heit der Winkel in den Dreiecken z\BC und DEF folgt. 

197. Zusatz. Zwei Dreiecke, deren Seiten proportionirt 
sind, sind ähnlich. 

198. Lehrsatz. Wenn ein Winkel (A Fig 38.) eines 
Dreiecks (ABC) gleich ist einem Winkel (EDF) eines andern Drei- 
ecks (EDF) und die Seiten, welche diese beiden Winkel einschlies- 
sen , proportionirt sind , so sind die andern Winkel des einen Drei- 
ecks einzeln denen des andern gleich und mithin die Dreiecke ähnlich. 
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Vorbereitung. Mau eonstruirt über DF ein Dreieck DGF, 
welches dem Dreieck ABC äbnlicli ist, und zwar so,' dass .^FDG 
= ACB und zLmXi = / BAC. 

Beweis. Aus der Vorau.s.setzung und Satz 149 beweist man, 
dass DE — FG; alsdann mit Hülfe von 45, dass ^EVD = zlFDE, 
..ilDEF = ^DGF und hieraus die Behaujüung des Lebi-satzes. 

199. Lehrsatz. Sind zwei Dreiecke (ABC, DEF Fig. 38 
und 39.) beide zugleich entweder rechtwinkelig wler stumpfwinkelig 
oder spitzwinkelig, und ist in den beiden letzten Fällen ein Win- 
kel (C) des einen Dreiecks gleich einem Winkel (F) des andern, 
sind ferner zwei Seiten des einen Dreiecks, welche nicht den ge- 
nannten Winkel, sondern einen der beiden andern einschliessen, 
proportionirt zweien eben einen solchen Winkel einschliessendcu 
Seiten des andern Dreiecks, so sind die beiden übrigen Winkel des 
einen einzeln gleich den beiden übrigen des andern und mithin die 
Dreiecke ähnlich. 

Erster Beweis. 1) Wenn beide Dreiecke rechtwinkeh'g 
sind. Es seien die Winkel B und E (Fig. 38.) Rechte und es sei 
AB : AC = DE ; DF; man construire A DGE über DF dergestalt, 
dass es mit A ABC gleichwinkelig ist, nämlich: ^I>FG = ABAC, 
AFDG — ABCA, ADGF = AABC = K. Nun beweist man 
aus 496 und 149, dass DE ^ FG, alsdann aus 46, dass EF = DG 
sowie A. EFD =; A.FDG und .AEDF = A.DFG. 

2) Wenn beide Dreiecke spitz- oder stumpfwinkelig sind. 
Es seien die Winkel B und E (Fig. 38. J zugleich entweder spitz, 
oder stumpf und A ACB = A DFE , sowie AB : AC = DE : DF. 
Man construire wieder wie in No. 1 das Dreieck DGF , so dass 
also A DFG = A BAC , woraus dann die Gleichheit von DE und 
FG und mit Hülfe von Satz 49 auch die Gleichheit von EF und 
DG, sowie der übrigen Winkel hergeleitet wird, u s w. 

Zweiter Beweis. Man lege das kleinere Dreieck DEF 
(Fig. 39.) so auf das grössere, dass die gleichen Winkel ACB und 
DFE mit ihren Scheiteln zusammenfallen und die Schenkel des 
einen längs den Schenkeln des andern zu liegen kommen; so dass 
also CG = EF und CH = DF ist. Es sei AB : BC = DE: EF; 
es seien ferner die Winkel BCA und EDF entweder Rechte oder 
einander gleich und dann die Winkel hei B und E, wenn sie dies 
nicht sind, beide stumpf oder beide spitz. Wäre nun AHGC oder 
ADEF nicht = AABC , so sei A CG J = A ABC , dann folgte 
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ans der Voranssetzniifr und lOfi, dass GJ = GII, daher ^ G.III = 
Ist nun ^ BAG spitz, so soll nach der Voraussetzung 
auch ^ EUF oder ^ GIIG spitz sein , dann ist aber iil GHJ 
stumpf, folglich auch ^ G.IH und, weil OJ || AB, ^ BAC stumpf, 
was der Voraussetzung widers[tricht. 

2<X). Lehrsatz Dreiecke (ABC, A('l) F’ig. 40.), welche 
dieselbe Höhe, aber verschiedene Grundlinien haben, haben dasselbe 
Verhältniss zu einander, wie, diese Grundlinien; und umgekehrt. 
Dasselbe findet auch Statt hei Parallelogrammen. 

Vorbereitung. Man verlängere die Grundlinien BC und 
CD, nehme auf der Verlängerung so viele Stücke BE, EF, GF = BC 
einei-seits, als andererseits DH, HJ, JK = CD und ziehe die Li- 
nien AE, AF, AG, AH, AJ, AK. 

Beweis. Ans 84, Zus. il und 148. 

Die Umkehrung wird indirekt bewiesen durch Annahme des 
Gegentheils der Behauptung. 

201. Lehrsatz. 'Wenn Parallelogramme oder Dreiecke 
auf gleichen Grundlinien stehen, so sind sie in demselben Verhält- 
niss M'ic ihre Höhen. 

Beweis. Aus ‘200, indem man über der Gnindlinie eines 
jeden Parallelogramms oder Dreiecks ein ihm gleiches Rechteck 
oder rechtwinkeliges Dreieck construirt und nun die Grundlinie als 
Höhe betrachtet. 

202. Tjehrsatz. Parallelogramme (AD, GK Fig. 41.) oder 
Dreiecke, welche verschiedene Grundlinien und verschiedene Hohen 
haben, stehen zu einander im zusammengesetzten Verhältniss der 
Grundlinien und Höhen 

Vorbereitung. Man verwandle die I’arallelogramme GK 
und AD in die Rechtecke MK und FD, lege dann das kleinere 
MK so auf das grössere FD, dass sie einen Winkel (hei C) gemein- 
schaftlich haben , lind verlängere HK bis N. 

Beweis. Aus 200, angewandt auf die Rechtecke MK und 
FK, sowie FK und FD und hieraus (155) die Behauptung des 
Lehrsatzes. ' 

202. Zusatz 2. AVcnii Parallelogramme oder Dreiecke 
gleiche Winkel haben , so stehen sie zn einander im zusammen- 
gesetzten Verhältniss der gleiche Winkel cinschliessenden nnrl glei- 
chen Winkeln gegenüberliegenden »Seiten. 

202. Zusatz 3. Wenn zwei Parallclogrjimme oder zwei 

de Ni e n , Aus v. Swiuden's Klem. d. Oeom. 4 
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Dreiecke g:lcich sind, so stehen die Grundlinien im uinj»ekehrten 
Verhältnis^ der Höhen ; und umgekehrt. 

202. Zusatz 4. Wenn zwei l’arallelogrannne oder zwei 
Dreiecke gleich sind und zudem einen gleichen Winkel haben, so 
stehen die diesen Winkel einschliessenden Seiten des einen iin um- 
gekehrten Verhältniss zti eben den Seiten des andern; und um- 
gekehrt. 

202. Zusatz 5. In allen Kechtecken , die gleich .sind, 
stehen die Grundlinien im umgekehrten V'erhältniss zu den Höben; 
und umgekehrt: Sind vier Jjinien proportionirt, so ist das Kechteck 
ans den beiden äu.sseren gleich dem Recliteck aus den beiden 
mittleren. 

202. Zusatz () Wenn drei Linien stetig proportionirt 
sind, so ist das (Quadrat der mittelsten gleich dem Rechteck aus 
den beiden aussern. 

20;5. Lehrsatz. Wenn die Grundlinie (AD Fig. 41.) eines 
Parallelogramms (oder Rechtecks) die Grundlinie (LK) eines andern 
m Mal und die Hidie(DE) des erstem die Höhe (HKj des letztem 
n Mal in sieh fasst, so ist ||gr HK ; j[gr AD — l:mXn und mithin, 
wenn man [Igr HK gleich der Einheit setzt und als Maass miuimmt, 
die Zahl, welche den Inhalt von ||gr AD aiisdrückt n>x n, d. li. 
das Parallelogramm AD schli&sst so viele Parallelogramme, die 
gleich □ HK, in sich, als die Zahl mx '> Einheiten enthält. 

Beweis. Aus 202. 

203. Zusatz 2. Das Prorlukt zweier Linien drückt das 
aus ihnen construirte Kechteck aus. 

203. Zusatz 3. Wenn vier Linien jiroportionirt sind, .so 
ist da.s Rechteck aus den beiden äussern gleich dem Rechteck aus 
den beiden mittleren; wie dies in 202, Zus. 5 aus andern Gründen 
gezeigt wuisle. 

203. Zusatz 4. Wenn drei Linien proportionirt sind, so 
ist das (Jiiadrat der mittleren gleich dem Rechteck aus den beiden 
äussern; wie ‘dies in 202, Zus. 2 aus andern Gründen gezeigt wurde. 

203. Zusatz .h. Der Inhalt eines' Parallelogramnrs kann 
ausgedrückt werden durch das Produkt aus der Grundlinie und Höhe. 

Ebenso kann man den Inhalt eines Quadrates durch die zweite 
Potenz oder das Quadrat seiner Seite ausdrücken. 

203. Zusatz G. Der Inhalt eines Dreiecks kann ausge- 
drückt werden durch das Produkt aus der Grundlinie und der 
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hallicn Höhe, oder durch das l’rodukt aus der Hölie und der hiil- 
hen Grundlinie; mit einem Wort durch das lialhe Produkt aus 
Grundlinie und Höhe. 

203 Zusatz 7. Der Iidialt eines regfelinitssigen Vielecks 
wird dargastellt durch das halbe Produkt aus dem Umfange und 
dein Perpendikel. 

203. Zusatz 8. Der Inhalt eines rechtwinkeligen fl^arallel-) 
3'rapezes wird ausgedrückt durch das I^rodukt aus der zwischen 
den rechten Winkeln liegenden Seite und der hallien Summe der 
Reclatecks- (jaarallelen) Seiten oder, was auf dasselbe hinausläuft, 
dem arithmetischen Mittel zwischen den Kechtecksseiten. 

203. Zusatz 9. Ein Rechteck auf eine gegebene Linie 
zu stellen, d h. über einer gegebenen Idnie ein Rechteck zu con- 
struiren , welches einem gegebenen Rechteck oder Quadrat gleich 
ist, kommt eigentlich überein mit dem Finden eines Quotienten, 
den man erhält, wenn man das Produkt zweier Zahlen durch eine 
gegebene dritte Zahl dividirt; immerhin kommt es darauf hinaus: 
eine Linie zu linden , die mit einer gegebenen Linie ein Rechteck 
bildet , welches einem gegebenen Rechtecke gleich ist. 

203. Zusatz 10. Bezeichnet man die Flächenräume zweier 
Parallelogramme oder Dreiecke durch .1 und i , die Grundlinien 
durch B und b, die Höhen durch H und h, so ist der Hauptsatz: 
.1 : i = 1 = B X H : b X h ; hieraus folgt : 

1) Ist die Grundlinie zur Grundlinie oder die Höhe zur Höhe, 
aber nicht beide zugleich , incommensurabel , so sind es auch die 
Flächenräume J und i zu einander (130, Z«s 1.). 

2 ) Wenn sow'ohl Höhen als Grundlinien lieider Parallelogramme 
incommensurabel zu einander sind, kann das Verhältniss der Flächen- 
räume (J : i^ commensurabel sein. 

Dies ist z. B. der Fall , wenn man über der Diagonale und 
über der Seite eines Qua<lrate.s Quadrate beschreibt. 

3) Wenn Quadrate über Linien beschrieben werden , die in- 
cominensui'abel zu einander sind , so verhalten sich ihre Flächen- 
räiunc, d. i. die Quadrate selbst nicht zu einander wie eine Quadrat- 
zalil zu einer Quadratzahl, d. h. wie zwei Zahlen, aus denen mau 
die Wurzeln ziehen kann. 

4) Quadrate können incommensurabel zu einander sein ; denn 
es sei- (Fig. 42.) AF incommensurabel zu FD, z. B. wie ^1.0:2; 
mau bestimme zwischen beiden die mittlere Proportionale FB, so ist: 

4 * 
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FBq =r 2^15 — datier ^ FR,| : FI)q = ^(>0 : 4 = ^15:2 und 

FB,| : AF, = >/]Ä. 

FB,| ist also incoiiiinensurahel zu FD^, aller coinmeiisurabel zu 
AF^, denn ^ GO :yjlb == 2:1. 

Es gibt also zu einander ineomiue.usurable Quadrate; es g:ibt 
zu einander iucoininensurable Linien , deren (Quadrate jedoch com- 
mensurabel sind , und cs gibt zu einander incoiuinensurable Linien, 
deren Quadrate es gleicbtalls sind. 

203. Zusatz 11. Aus den vorhergehend eu Zusätzen, be- 
sonders aus dem vierten, geht ferner hervor, da.ss mau alle Ver- 
hältnisse , wie zusaunnengesctzt sie auch sein mögen , stets durch 
das Verhältnis:; von zwei geraden Linien au.sdrücken kann. Es 
sei jr : N = A <BxC: D .;< E >< F, so können die einfachen Ver- 
hältnisse A : D, B : E , Q : F stets durch gerade Linien ansgedriiekt 
werden, dieselben mögen commcnsurabel oder inconmiensurnbel zu 
einander sein. 

Man nehme an , es sei 1’ die mittlere l’roportionale zwischen 
A und B; Q die zwischen I) und E, und li die dritte Proportio- 
nale zu P und Q, .so ist: 

P, = A^B, 

Q, i = DfE, mithin 

Pii : Qii == A-;B: 11x15, aber 
P : Q = Q : K, folglich (IGO, Zus. 4) 

P.i : Qi| = B : B, niithin 
P : It .= A < B : D < E und 
M : N = P ,-.C: Ux F. 

Ist nun B die mittlere Proportionale zwischen P und 0; T die zwi- 
schen K und F und U die dritte Proportionale zu B und 'P, so ist: 
B,:T,, = P ..C:KxF, aber 
S,| : Tq = S : U, mithin 

M : N = S : U und auf diese Weise für alle mög- 
lichen Fälle. 

204. Lehrsatz, ln ähnlichen Dreiecken (BAG, CDFFig. I3.j 
sind die Rechtecke, die aus vier entsprechenden Beiten, dieselben 
in verkehrter Ordnung genonunen, gebildet werden, gleich (nämlich 
AC,EF = DF,BCj. 

Beweis. Aus 19G und 202, Zus. 5. 

205. Lehrsatz. Aehnliche Dreiecke stehen in demselben 
Verhältniss zu einander, wie die Quadrate ihrer entsprechenden 
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Seiten oder mit andern Worten : sie stellen iin zweifaeli hohen Ver- 
hältniss ihrer entsjirechenden Seiten. 

Vorbereitung. Man tiille auf zwei gleiehgelegenc Seiten 
AC, DF (Fig. 43.) die Höhenperpendikel BG, KlI aus den Gegen- 
ecken. 

Beweis. Aus 202 und l'.lß, Zus. 2 oder ohne Vorbereitung 
aus 202, Zus. 2, 196 und 156, Zus. 2. 

20(i. Lehrsatz. Wenn eine gerade Linie (BD Fig. 44.) 
einen Winkel (CB.\) eines Dreiecks (ABG) halbirt und bis zur 
Gegenseite (AC) des AVinkels verlängert wird , so verhalten sich 
die durch die gerade Linie gebildeten Stücke (AD, CD) dieser 
Gegenseite wie die angrenzenden Seiten (AB, BC) des Dreiecks, 
und das Quadrat der geraden Linie (BDj mit dem Rechteck aus 
den genannten Stücken der Gegenseite des halbirten AVinkels zu- 
sammengenommen ist gleich dem Rechteck aus den beiden andern 
Seiten (BA, BC). 

Erster Theil. A’orbereituug. Man verlängere AB und 
ziehe CE BD. 

Beweis. Nach 21 und 25 ist »ilECB=^CEB, folglich 
(52) EB = CB und hieraus ergibt sich die Behauptung des Lehr- 
satzes mit Hülfe von Satz 195. 

Zweiter 'l'heil. Vorbereitung. Alan mache DAF 
= verlängere BD bis F und ziehe CF. 

Beweis. Aus der Voraussetzung und der A^irbcreitung be- 
weist man mit Hülfe von 196, Zus. 1, dass: AABF' ev ADAFcv 
ADBC; das Uebrige aus 204, 72, Zus. 2. 

20(5. Zusatz 1. AD-t-DC oder AC : AD = AB-I-BC : AB, 
d. h. es verhält sich die Gegenseite des halbirten AA’inkels zu einem 
ihrer Abschnitte , wie die Öiinime der beiden andeni (Seiten zu der 
dem genannten Abschnitte anliegenden Seite. 

200. A II nie r k II II g 1. Iler erste Tlieil des vor.stelieiideii l.elirsalzes gilt 
aiieli Im den Aus.seimiiikel , «eiin die Winkelliidbirende die (vcrlaiigerte) (icgcii- 
seitc iilierlniii|it trilVl, «ns z. II. nicht iler Knll ist. wenn der Aiisseiiwinkel an der 
Spitze eines glcüliselicnkeligen Dreiecks linlliirt wird , wo nisdnnn die Winkel- 
hnlhirciide der Griuidlinie p.trallel ist. Der zweite Tlieil. fiir den Knil. dass die 
Winkclhalhireiide die (verlnngerle) (iegenseile trilll , lieissl rolgenderimiasseii: Der 
ünterscliied zwischen dem O'iadrat der winke'linlliirenden Linie und dem Itecliteck 
aus den durch diese letztere gehilileteii Stucken der verlängerten Gegenseite vom 
halbirten Vinkel ist gleich dem Itechleck ans den beiden iibiigen Seiten. 

Der erste und zweite Tlieil unseres Satzes, sowohl für einen innern, als 
als auch fiir einen ansserii Vinkel ziisamiiiengefasst. lauten allgemein; 
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Wenn rini' lIiTiiili' inni'ii Winkel eines llieiceks, sH es einin ininrn orlef 
einen Aiissern , tnilliirl nnil , liinreiehenil verl.'ingerl , ilic liegensi'ili' ries Inillrii len 
NVinkels irilll, so verlntllen sich ilie Stheke tlieser Gegenscilc, in welche sie ihireli 
die Winkelhiillrirendc gelheilt wird, nie rlie .'ingrenzenden .Seiten ries lli'eiecks. und 
die Sniimie mier der linlersrhii'd des Ijmidralcs der Winkelhnlliirenden iilid des 
IleclUecks aus den gcnaniili'n Stucken der Oegenseite des halliirlen Winkels ist 
gleich dem Keehleck aus den beiilen andern Seiten, und zw.ir die Suinine, wenn 
ein innerer, der Unterschied, wenn ein ansserer Winkel halhirl wurden ist. 

207. Lehr. Satz. Die Gerailon (CE, AF Fij?. 4;")), ilic aus 

zwei Seiten (C iiml A) eines Dreieck.s (CAG) nacli den Ilalhiriiii};»- 
punkten der Ge^ronseiten (AG und CG) gezogen werden, seliueiilen 
sielt in einem Funkte dergestalt , dass das zwiselien der Spitze und 
ileni Funkte enthaltene Segment einer jedeti zwei Drittheile von 
ihr beträgt; und zieht man dureh diesen l'iinkt aus der dritten 
Dreiecksspitze nach der gegenüberliegenden iSeite eitie Gerade, so 
halbirt diese die Seite chentalls; so dass die drei Geraden, welche 
man aus den drei Spitzen nach den Ilalliintngspuiikten der Gegen- 
seiten zieht, sich in einem Ihinkte so schneiden, dass letzterer von 
jeder zwei Drittheile ihrer eigenen Länge von der Spitze aus ab- 
schneidet. 

Vorhercitung für den ersten Thcil. Man ziehe 

FY II AG. 

Beweis. Man beweist (21 itnd 19t>), dass FV — .(EG = 
.(AE und aus 25 iiml 196 die Aehnlichkeit der Dreiecke ADE 
tttid DFY, wodurch man auch DF = .(AD erhält. 

Vorbereitung für den zweiten Theil. -Man zielte 

FK 1( AC. 

Beweis. Wie im ersten 'l'heil beweist man, ilass FK = .(BC 
und aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ABI) und DHF, dass FR — 
(AB, mithin also BC — AB = ( AC. 

208. Lehrsatz. Wenn man ans zwei Winkelspitzcu (G, C 
Fig. 46.1 eines Dreiecks «Senkrechte (GB. CE) auf die Gegenseiten 
(CA, AG) fällt, so schneiilcn sich dieselben innerhalb oder atisser- 
halb des Dreiecks in einetn Futikte (D), jcnachdein die Selten, auf 
welche die Senkrechten gefällt wortleu sind , einen spitzen oder 
einen stumpfen 4Yinkel einschliessen ; zieht man ferner aus der 
dritten WltikcLspitze (A) durch jeneti Ditrchschnittspunkt eine Ge- 
rade (AF) nach der dritten «Seife (CG) , so steht auch sie auf die- 
ser letzteren senkrecht. 

Beweis. ACBD ACAE «v AGBV, tlaher 
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CÜ:BD = BG ;1U 
oder CB : BG = Bü : BA, 
folglich , da die Winkel um B Rechte sind ; 

AAHI) ev ACBG (199), mithin 
.ABAD = ADGF, 

ABUA = AFIXl, 

also AABD = /DFG, 

mitliiu ADFG = R. 

20H. Zusuts 1. Die drei ilöheuperpendikel eines Dreiecks 
haben einen gemeinschaftiiehen Durchschnittspunkt. 

208. Zusatz 2. Ist d.as Dreieck rechtwhikelig, so ist jener 
Durchschnittspunkt die Spitze des rechten Winkels. 

208. Zusatz 3. Wenn das Dreieck gleichseitig ist, so fal- 
len dieser und der vorhergehende Lehrsatz zusammen , insofern die 
Höhenperpendikel gerade auch die Linien sind, welche die Seiten 
halbiren. 

209. Lehrsatz. Fällt man in einem rechtwiiikeligen Drei- 
eck (ABC Fig. 17.) ans der Spitze (C) des rechten Winkels ein 
Perpendikel auf die llypoteuuse , so theilt dasselbe das gegebene 
Dreieck in zwei Dreiecke (ACD, DBC), die untereinander und 
auch dem ganzen Dreiecke ähnlich sind. 

Beweis. Aus 38, Zus. 2 und 19ti, Zus. 1. 

209. Zusatz 1. Das Perpendikel ist die mittlere Propor- 
tionale zwischen den Abs«-hnitten der Hypotenuse. 

209. Zusatz 2. Jede Kathete ist die mittlere Proportio- 
nale zwischen der Hypotenuse und dem der Kathete angrenzenden 
Abschnitte dereelbeii. 

209. Zusatz 3. .\us dom ersten und zweiten Zusatz ver- 
buiideii mit 202, Zus. 5 ist: 

DC, :.= AD,DB, 

CB,| = AB, DB. 
mithin DC,, :CB, = AD: AB. 

209. Zusatz 4. Verlängert mau das Perpendikel CD, bis 
cs die auf AC in A errichtete Senkrechte AF in F schneidet, so 
sind AD und CD mittlere Proportionalen zwischen DF und DB, 
denn es ist: DF : AD ^ A\) : DC DC : BD. 

209. Zusatz 5. Wenn mau auf AB iu B die bis zum 
Durchschnitt J mit der verlängerten A(' verlängerte Senkrechte 
BJ errichtet , alsdann auf AJ in J die Senkrechte JL erriohtot 
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und so weit verlängert, bis sic die verlängerte Al? in Ij sehneidet, 
so sind AB und A.I zwei mittlere Proportionalen zwischen AC und 
AL ; denn es ist AC : AB = AB : A.T = AJ : AL. 

210. Erklärung. Man sagt, eine Linie sei nach dem 
äussern und mittlerii Vcrhältuiss geschnitten , wenn sich die ganze 
Linie zum grösseren Stück verhält, wie dieses letztere zum kleineren. 

211. Lehrsatz. Wenn eine Gerade (L) nach dem äussern 
und mittlern Verhältniss geschnitten Ist, und man verlängert sie 
um die Länge des grössern Abschnittes (G), so ist die ganze so 
erhaltene Linie (L-f-G) nach eben jenem Verhältniss geschnitten, 
so zwar, dass die gegebene Linie (Lj den grössern Abschnitt bildet. 

Beweis. Wenn K der kleinere Abschnitt ist, so ist: 

L:G = G:K (2IOj, 
mithin L+GrG-pK = L:G 
oder L-|-G:L = L : G. 

213. Lehrsatz. Wenn eine Gerade nach dem äussern 
und mittlern Verhältniss ge.sehnitten ist, so potenzirt ihre Hälfte 
zusammen mit flem grössern Abschnitt das tiintlache Quadrat von 
der Ilältle. (Pig. 48.) 

Beweis. Es ist BUrBH = BH,|-LBHrDH (72, Ziis. 2j, 

BH,| = BDrDII (Vorauss.) 

= DH,, + B1QDH (72), 

also Bll,, + BD,BH = BH, + 2BH,1 )H + DH,, 

-= (74) 

oder Bll,, + 2 . ^ BUrBH = BD,,, d.aher auch 

BH,,-H2.prbBH + (.lBI)),| = Bl),, + (.JBD), 
oder fBH + 4BD),, = ft(.lBl)),,. 

214. Lehrsatz. Wenn eine gerade Linie nach dem äus- 
sern und mittlern Verhältniss geschnitten ist, so sind die Abschnitte 
zu einander und zur ganzen Linie inconimensurabel , und jeder 
Abschnitt wird Apotome genannt. (Eig. 48.) 

Beweis. Es .sei BD in H nach dem äussern und mittlern 
Verhältni.ss geschnitten und in J halbirt, so ist 

BH,, = BDJ)1I (202, Zus. 6), 

BII, = (BD— DH)t = BD,,— 2BD,DH+1)H,, 
also BD,,— 2B1LDH-1-DH,, = BD,D11, mithin 

BD, — 2BD,DIl-f-DH,,-i-5DJ, = BD,DH -L 5DJ, 
oder: 

BD, — 3BD,DH-l-DH,-l-5DJ, = 5DJ„ 
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oder: 

oder: 

oder : 
oder : 


D1I,| = 5DJ,„ 

(3DJ — — 5Ü.J,|, mithin 

3DJ . — 1)11 = der Linie, deren Quadrat = 5T).I, 

D.l^ö 

Bin- DJ 1)JV5, also 
Bll = DJ^ö — DJ 


BD 

' 2 ' 


(V5-1). 


Ferner hat man aus 3DJ — DII -= DJ^.5: 

DH = 3DJ — DJVS = ?BD — IBD^Ö ^ — V^)- 


Mithin Bll und DK zu einander und zu Bl) incoinincnsurabel. 


215. Lehrsatz. AVenn eine gerade Linie (KJ Fig. 41).), 
in zwei Abschnitte (BK, B.Jj gctheilt, das fünffache (Quadrat eines 
derselben (BKj potenzirt und man theilt die doppelte Länge (BD) 
eben dieses Abschnittes nach dem äussern und mittlern V(>rhältuiss, 
so ist das grössere Stück gleich dem zweiten Abschnitte (BJ) der 
gegebenen (ieraden (KJj. 

Beweis. Nach der Vorau.ssetzung Ist KJ -= BK^.'i. Nun 
ist BJ = KJ — BK = BKV5 — BK = BK(V&— 1). Ist aber 
BD — 2BK (\5»rauss.j nach dem äus.sern und mittlern Verhiiltniss 

geschnitten, so ist der grössere Abschnitt = — •!) (214) 

= BK(V5— 1), 

also der grössere Abschnitt = B.T. 

21Ü. Lehrsatz. AVenn eine (lerade (L) nach dem äussern 
und mittlern Verhältniss geschnitten ist, so p<itenzirt der kleinere 
Abschnitt (K) zusammen mit der Hälfte des grossem (G) das fünf- 
fache Quadrat von der Hälfte iles grössern Abschnittes. 


Beweis. G ^ 4 L(>/5 — 1) und K = 4 L(3 — ^b) (214), 
also K:G == 4F(3 — ^ 

daher K:G = 3 — ^5:^.5 — •! ("150) 


und folglich 


G( 3 — >/ 5) 

V.5-1 


also 


k + ,;g - 

IG/'fcri+Ji-iä) ^ 6_7 j . 

■ \ 1 ' ■ Vs— 1 


I- 

. ^G-Vö. 
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2J7. Ijclirsiitz. 'Wenn eine Gerade (L) nach dem äusscru 
und iniUlern Vcrliältniss jreHchnitten ist, so ist die Summe der 
(^>uadrate vom kleinern Abscluiitt (K) und von der ganzen Linie 
(L) dreimal so gross als das Quadrat vom grossem Abschnitt (G). 

Ueweis. Es ist K = (214), 

also K,| = >L,|X(3— und K,, + L, = L,, + iL,,(9 — 

= ‘L,,(4+9 — 6V5 + 5) 
^ JL.CIS — 6^5). 

Aber 1L^5 = Gd-.',Ij (219), also auch 
.( L^t) — IL G oder \ 

1L(^5 — 1) = G, daher 


L 


2G 

^Jb — 1 


und 


folglich 




K,| I- L, 


4G, 

^ — <a/5) ^ 3g 

ß — 2yjb 


218. Lehrsatz. 'Wenn zwei Vielecke (M und N Fig. 5(>), 
die aus einer gleichen Anzahl Seiten be.stehen, durch Diagonalen 
(AC, AD; FIl, FJj, die man aus einer der Ecken (A und nach 
allen übrigen zieht, in Dreiecke (HAC, GIAD, DAE und GFII, 
IIFJ, JFK) gctheilt werden, so sind die Vielecke ähnlich, wenn 
je zwei gleichgclegenc Dreiecke ähnlich sind (nämlich A llAC «s 
ADFII, ACAD ~ AHFJ, ADAF ~ AdFK). . 

Lew eis. Ans der Gleichheit der Vinkel in den Dreiecken 
wird die Gleichheit der gleichgelegeuen Vinkel in beiden Vielecken 
bewiesen. Dies ist das erste Erforderliche. 

Aus der Proportionalität der Seiten in den Dreiecken wird 
die Proportionalität der gleichgelegeuen Seiten in den V'ielecken 
abgeleitet. Dies ist das zweite Erforderliche. 

218. Zusatz 1. Wenn zwei Dreiecke ähnlich sind, so sind 
es auch die Pandlelograinme , welche zu Diagonalen entsprechende 
Seiten von jenen haben und mithin doppelt so gross ids die Drei- 
ecke sind; daher gilt Alles, was für ähnliche Dreiecke bewiesen 
ist, auch für ähnliche Parallelogramme. 

218. Zusatz 2. Die T’arallologi-arnme (IIJ und FE Fig 27.), 
welche um die Diagonale eines Parallelogramms (AD) stehen, d h. 
durch deren Ecken dieselbe hindurchgellt, .sind unter einander luid 
dem gegebenen ähnlich. 
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219. Lehrsatz. Aehntiche Vielecke (M und N Fif^. 50.) 
werden durch {rleichinH.ssig gezogene Diagonalen in ähnliche Drei- 
ecke gctheilt , und die Fliichenräume dieeer Vielecke verhalten sich 
zu einander wie die Quadrate gleichgelegener Seiten, oder stehen 
im zweifach holten Verhältniss die.ser Seiten. 

Beweis. Für den ersten 'l’heil aus 198. 

Für den zweiten Theil aus der Betrachtung, dass die Viel- 
ecke sich zu einander verhalten wie die Summen ihrer Dreiecke, 
dass diese Dreiecke sich zu einander verhalten wie die Quadrate 
entsprechender Seiten und also wie die Quadrate entsprecliender V'iel- 
ccksseiten, woraus sich nach 158 die Wahrheit des Lehrsatzes ergibt. 

219. Zusatz 1. Sind vier Lin-cn proportionirt , so stehen 
die über ihnen beschriebenen Quadrate im zweifach hohen Verhält- 
niss der Linien, und ftdgb’ch kommt das gettmetrische Quadrat 
überein mit dem zweifach hohen Verhältniss ; daher kann man die 
arithmetischen (Quadrate oder zweiten Potenzen der Zahlen, welche 
die Längen von Linien ausdrücken, an Stelle der geometrischen 
Quadrate gebrauchen. 

219. Zusatz 3. Sind drei Linien stetig proportionirt, so 
verhält sich die über der ersten beschriebene Figur zu der über 
der zweiten beschriebenen, welche jener ähnlich ist, wie die erste 
Linie zur dritten. 

220. Ij ehr Satz. Sind vier Linien ])roportionirt , so stehen 
die über der ersten und zweiten gleichmässig beschriebenen und 
ähnlichen Figuren in demselben V'erhällniss zu einander wie die 
über der tlritten und vierten Linie gleichmässig l»eschriebenon und 
ähnlichen Figuren; und umgekehrt: stehen zwei ähnliche Figuren 
in demselben Verhältniss zu einander wie zwei andere ähnliche, so 
sind die gleichgelegenen Seiten, über denen die Figuren beschrieben 
sind , proportionirt. 

Beweis. Erster Theil. 

Vorbereitung. Es seien A, B, C, D die vier Linien; b 
sei die dritte Proportionale zu A und B, d die dritte Proportionale 
zu C und D. 

A . T> r> . 1- » 

(Vorbereitung), 


Bew eis. 

A:B = 

B:b 1 


C:D = 

D:d ( 

also : 

B:b = 

D :d 

und 

A;C = 

b : d 

oder 

A:b 

C:d, 
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nher: Fijrur über A : Figur üborB = 

Fipur über C : Figur über ]) -^^ 

mithin; Figur über A : Figur über 15 = 


Arb 

0:.l 


(' 219 ), 


Figur üb. C : Figur üb. D. 


Zweiter Tli e i 1. 

Vo rbereituiig. Fs sei <1 die vierte Pruportinnalc zu A, B, C. 


Beweis. Da 

A : B = 

C : 

d, 

so ist 


A„;B„ - 

C.,:d, 


und 

A,, : B,, = 

: D,| 

(219), 

mithin 

d,, = D,| 

und 

d 

= D, 

daher 

A : B = 

C : 

D. 



221. T,ebrsjitz. In jedem recbtwinkeligcn Dreieck ist die 
über der Hypotenuse beliebig beschriebene Figur gleich den über 
den Katheten gleichm.ässig beschriebenen und jener ähnlichen Fi- 
guren zusainmengenominen. (Fig. 51.) 

Beweis. Aus '219, 153, 219, 87, 15(5. 

222. Lehrsatz. Alle regelmüssigeu Vüeleckc von gleicher 
Seitenzahl sind ähnlich, und ihre Flächenräume verhalten sieh wie 
die Quadrate ihrer Seiten , oder ihrer Itadicn , oder ihrer Perpen- 
dikel , oder sie stehen im zweitäch hohen V'erhältniss der Seiten, 
Hadicn oder Perpendikel. 

Beweis. Krster 'l'heil. .Aus 218 unil der Beschaffenheit 
ähnlicher Vielecke. 

Zweiter Theil. Aus 219 und 2U5. 

222. Zusatz. Daher sind die Vielecke, denen wir in 113 
und 115 Erw’ähnung gethan haben (siehe Fig. 33 u. 34.), den Viel- 
ecken, in welchen sie stehen, ähnlich, und in dem in Satz 116 
(Fig. 35.) gedachten Falle ist das Vieleck EFG.IL dem Umfange 
und Inhalte nach das kleinstmögliche, oder ein Alinimum, w’enn die 
Punkte E, F, G, .1, L die Halhirungspnnkte der Seiten (AD, DC, 
OB, BQ, QA) des umschriebenen Vielecks ADCBt) sind; denn als- 
dann steht der Radius ( )E senkrecht auf AD und ist mithin die 
kürzeste Linie. 

223. Lehrsatz. Die Umtango regelmässiger Vielecke, 
welche zwar eine gleiche Anzahl Seiten haben, aber über ungleichen 
Linien beschrieben sind, verhalten sich xn einander wie ihre Halb- 
mes.ser, oder wie ihre Perpendikel. 

Beweis. Aus 20'2, Zns. 2 und 196. 

223. Zusatz, ln allen regelm.ässigen Vielecken von gleich 
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viel Seiten ist das Verliiiltniss des Umtkiiges ziini Perpendikel, oder 
zum lladius stets dasselbe. 

224. Lehrsatz. Vei'schiedenartige regelmässige Vielecke 
stehen im zusammengesetzten Vcrliältuis.s ihrer Umtange tiiid Per- 
pendikel. 

lU'weis. Aus 117 und 202. 

224. Zusatz. Wenn daher die Umhinge gleich sind, so 
verhalten sich die Flächenräume wie die Perpendikel; und wenn 
die Flächenräume gleich sind , so verhalten sich die Umfänge um- 
gekehrt wie die Perpendikel. 

227. Wenn man aus den Endpunkten (il, Iv Fig. 52.) der 
Beite OvU) eines regelmässigen Fünfecks gerade Linien (HO, KE) 
nach den Endpunkten der angrenzenden Beiten (KU, HE) zieht, so 
wird durch diese gezogenen Geraden 

1) das Fünfeck zerlegt in eine Raute (CBEx), in zwei gleich- 
schenkelige Dreiecke /KxC, HxE), deren Bchenkel gleich den Bei- 
ten des Fünfecks sind, und in ein drittes gleichscheukeliges Dreieck 
(KxH), de.s.seu Grundlinie die erwähnte Beite des Fünfecks ist. 

2) Die genannten Geraden (IlC, KE) schneiden sich gegen- 
seitig nach dem äussern und mittleni Verhältniss, und ist der grös- 
sere Abschnitt gleich der Seite des Fünfecks. 

3) Zieht man aus jeder Ecke gerade Linien nach allen übri- 
gen Ecken, so wird jede dieser Diagonalen dergestalt von zwei 
anderen geschnitten, dass der grössere, <lurcb eine dei-selbeu ge- 
bildete Abschnitt, durch die anilere wieder nach dem Uu.ssern und 
mittleren Verhältniss geschnitten wird , und zwar ist das kleinere 
Stück dieses letzteren Schnittes dasjenige, welches zwischen den 
beiden Schneidenden enthalten ist. 

4) Die Durchschnittspunkte säinmtlicher Diagonalen sind die 
Ecken eines neuen Fünfecks , welches denselben Mittelpunkt hat 
als das gegebene, diesem ähnlich, je<loch in Betrctf seiner Lage 
umgekehrt gegen dasselbe ist , und dessen Beite sich zu der des 
gegebenen verhält, wie der kleinere Abschnitt einer durch eine 
Diagonale geschnittenen Diagonale zu, dieser ganzen Diagonale. 

Beweis. Erster Theil. Aus 104, Zus. 1, 38, 5ü, 57, 25. 

Zweiter Theil. Aus 19G angewandt aut die Dreiecke 
Kxll und KEll und aas 210. 

Dritter Theil. Aus dem zweiten 'l'heile, aus 153 und 211. 

Vierter Theil. Dass das Vieleck ONvxy regelmässig ist, 
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erhellt aus der Congruenz der Dreiecke OBN, NEv, vHx, xKy, 
yCO; mithin ist dasselhe dem gegebenen ähnlich (222). 

Dass beide Fünfecke denselben Mittelpunkt haben, geht dar- 
aus hervor, dass die Linien, die aus H und E senkrecht auf HK 
und CK gezogen werden, dnrcli den Mittelpunkt des gegebenen 
Vielecks gehen, aber auch senkrecht auf ON und Nv, den Seiten 
des neuen Fünfecks, stehen, sowie durch die Punkte x und y, den 
Ecken desselben, und mithin auch durch seinen Mittelpunkt gehen. 

Ferner ist A015N ä; AKHU, 
folglich ON : Kll = OH: Bll. 


Au.s dein fliiiften Buclic, 

It.'ilMU'Iinl 

Vom Kreis e. 

22S. Erklärung. Chorde oder Sehne eines Kreis- 
bogens nennt man eine gerade Linie, welche, innerhalh des Kreises 
gezogen, nach beiden Seiten so weit verlängert ist, dass sie den 
Umkreis trifft und also einen Bogen spannt. Wenn eine solche 
Sehne durch den Mittelpunkt geht, führt sie den Namen Mittel- 
linie oder Durchmesser, sie spannt auf l>eiden Seiten den hal- 
ben Kreis und theilt mithin den Kreis in zwei gleiche l'heile. 

228. Zusatz. Eine Sehne spannt entweder beidersnts den 
halben Umkreis, wenn sie durch den Mittelpunkt geht, also ein 
Durchmesser ist, oder auf der einen Seite einen Bogen , welelier 
kleiner , und auf der andern Seite einen , weloher grösser als der 
halbe Umkreis ist, .so dass beide Bögen zusammen den ganzen Um- 
kreis ausmachen. 

229. Erklärung. Wenn man ans einem Punkte des Um- 
kreises zwei Sehnen nach den Endjmnkten eines Durchmessers zielit, 
so spannt jede einen Bogen, und da diese Bögen zusammen stete 
den halben Umkreis ansmacben , so nennt man den einen das 
Supplement des andern. • 

230. Erklärung. Secto r oder Kreisausschnitt nennt 
man ein Stück des Kreises, welches von zwei Halbmessern und 
dem Bogen begrenzt wird, nach dessen End])unkten die Halbmesser 
auslanfen. 

231. Erklärung. Man nennt Kreisabschnitt oder 
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Segment einen solchen Theil des Kreises, der zwnschen einem 
Bogen und der denselben spannenden Sehne enthalten ist. 

232. Erklärung. Von einem Winkel sagt man, erstehe 
in einem Kreisab.sclinitt, wenn sein Scheitel auf dem Bogen liegt 
und seine Sclienkel durch die Endpunkte der den Bogen spannenden 
Sehne gehen. 

234. Erklärung. Man .sagt, ein Winkel stehe auf einem 
Bogen, wenn seine Schenkel durch die, Endpunkte desselben gehen, 
und er heis.st Centriwinkel oder Periphericwinkel, je- 
nachdem sein Scheitel im Mittelpunkte oder im Umkreise liegt. 

234. Zusatz 1. Ein Peripheriewinkel , der also in einem 
Kreisabschnitte steht, steht immer auf einem Bogen, welcher mit 
dem dem Kreisabschnitte zugehörigen den ganzen ITmkreis ausmacht. 

234. Zusatz 2. Dieser Bogen (auf welchem nämlich der 
Peripheriewinkel steht) ist darum kleiner, ebensogross oder grösser 
als der halbe Umkreis, jonachdem der Kreisabschnitt, in welchem 
der Winkel steht, grös.ser , ebensogross oder kleiner als der halbe 
ITmkreis ist. 

235. Erklärung. Berührende oder 'l’angente eines 
Kreises nennt man eine Linie, welche den Ki’e's zwar tritlt, jedoch 
verlängert ihn nicht schneidet. 

23(). Erklärung. Man sagt, dass zwei Kreise sich be- 
rühren, wenn sie einander treffen ohne sich zu schneiden. Die 
Berührting geschieht entweder von aussen , wenn der eine Kreis 
ganz ausserhalb des andern, oder von innen, wenn der eine ganz 
innerhalb des andern fällt. 

237. Grundsatz. Kreise, welche mit gleichen IIalbmes.sern 
Iteschrieben sind , sind gleich. 

238. Grundsatz. Der Durchmesser ist doppelt so gross 
als der Halbmesser. 

239. Grundsatz. Wenn vom Mitteljmnkte a>is nach einem 
andern Punkte eine gerade Linie gezogen wird, die kürzer als der 
Halbmesser ist, so fällt der Punkt, sowie die ganze Linie innerhalb 
des Kreises. 

240. Lehrsatz. Wenn man auf dem Umfange eines 
Kreises zwei Ihmkte (A, B Eig. 53.) nimmt und sie durch eine 
gerade Linie (AB) verbindet, so fällt diese letztere ganz innerhalb 
des Kreises. 

Vorbereitung. Man ziehe vom Mittelpunkte eine be- 
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liebigo gerade Linie (H) nacli AB, ziehe ■ ferner die Hallnnesser 
Aff, BC. 

Beweis. Aus 38, Zus, 2, .M, 41 und 239. 

241. Ijclirsatz. Wenn die Punkte (A, B, I) Fig. 51.) 
nicht in gerader Linie liegen, so liegen sie stets ini l.hntange eines 
Kreises , oder mit anderen AVorten : Man kann stets einen Kreis 
beschreiben, dessen I’eripherie durch die drei Punkte geht. 

Vorbereitung. Man ziehe Bl), BA , AD, halhire BD in 
K und Al) in L, errichte auf Bl) in K und auf AD in L Senk- 
rechte und verlängere sie, bis sie sich in 0 schneiden, ziehe BC, 
CD, CA, so ist zu beweisen, dass BC, CD, CA untereinandei: gleich 
nnd folglich Ilalbine.sscr eines Kreises sind, dessen Mittelpunkt der 
Punkt C ist. 

Beweis. Aus 45. 

241. Zusatz Die Vorbereitung und der Beweis lehren 
folgende Eigenschaft der Dreiecke: 

Die Senkrechten, die mau auf den Seiten eines Dreiecks in 
ihren Halbirungspunktcn errichtet, schneiden sich in einem Punkte, 
der entweder innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks liegt, und die 
Geraden , welche von ihm aus nach den S]iitzen des Dreiecks ge- 
zogen werden, sind gleich. 

242. Lehrsatz. Eine gerade Linie (BD Fig. 55.), welche 
auf einem Durchmesser in einem seiner Endpunkte senkrecht steht, 
flillt 'ganz ausserhalb des Kreises und trifft denselben nur in dem 
genannten Punkte, nämlich dem Endpunkte (B) des Durchmessers. 

Beweis. Indirekt. Man nimmt nämlich an, die Linie BD 
hätte noch einen andern Punkt D mit dem Umkreise gemeinschaft- 
lich. Man zieht CD, so dass CD ein Halbmesser des Kreises wäre; 
das Ungereimte folgt aus 41. 

242. Zusatz. Eine Gerade, die einen Kreis berührt, be- 
rührt denselben nur in einem einzigen Pimkte. 

243. Lehrsatz. Eine Gerade (CB Fig. 55.) , welche vom 
Mittelj)unkte eines Kreises nach dem Berührungspunkte (B) einer 
Tangente (BD) desselben gezogen vürd , steht senkrecht auf der 
letzteren; und umgekehrt: Eine Gerade, welche im Bernhrungs- 
pnnkte einer Tangente senkrecht auf dieser steht, geht durch den 
Mittelpunkt des Kreises. 

Beweis. Erster Theil. Aus 4 1 und zwar indirekt, durch 
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die Ungereimtheit, in die man durch die Annahme, dass eine andere 
Linie , z. B. CD , senkrecht auf BD stehe , verfällt. 

Zweiter Th eil. Indirekt aus dem ersten durch die Un- 
gereimtheit, in die man durch die Annahme, dass eine andere Linie, 
z. B. BG, durch den Mittelpunkt gehe, verfällt. 

243. Zusatz. Zwischen der Tangente und dem Umkreise 
kann keine Linie durch den Berülmingspunkt gezogen werden, 
welche den Kreis nicht schnitte. 

244. Lehrsatz. Ein Centriwinkel (GEF oder GEN Fig. 56.) 
ist doppelt so gross als ein Peripheriewinkel (GJF oder GJN), der 
mit ihm auf demselben Begen (GF oder GN) steht. 

Vorbereitung. Man ziehe aus dem Scheitel J den Durch- 
messer .TEL. 

Beweis. Aus 51 und 38 angewandt auf die Dreiecke JEF 
und .JEG, sowie JEG und JEN, und zwar nimmt man die Summe 
oder den Unterschied einerseits der Winkel NEL und GEL , sowie 
EJN und EJG, andererseits der JVinkel FJL und G.TL, sowie 
FEL und GEL, jeuachdem der Durchmesser .TEL innerhalb oder 
ausserhalb der Schenkel des Winkels NEG oder FEG ftillt. 

244. Zusatz 1. Alle Peripheriewinkel, die auf demselben 
Bugen stehen , sind gleich. 

244. Zusatz 2. Die Summe oder der Unterschied zweier 
Peripheriewinkel ist die Hälfte von der Summe oder dem Unter- 
schiede zweier Centriwinkel , die auf denselben Bögen stehen. 

244. Zusatz 3. Die Summe zweier Peripheriewinkel, welche 

auf Bögen stehen, die zusammen den ganzen Umkreis ausmachen, 
ist gleich zwei Rechten, und die Summe der Winkel, die anf Bögen 
stehen, welche zusammen den halben Umkreis ausmachen, ist gleich 
einem Rechten; und umgekehrt. 

244. Zusatz 4. Wenn vier (nicht in gerader Linie liegende) 
Punkte durch gerade Linien verbunden werden und von den so 
entstandenen Winkeln je zwei gegenüberliegende zusammen gleich 
zwei Rechten sind, so kann miyi stets einen Kreis beschreiben, des- 
sen Peripherie durch jene vier Punkte hindurchgeht. 

245. Lehrsatz. In demselben oder in gleichen Kreisen 
stehen gleiche Winkel, sie mögen alle Centriwinkel (FEG und GEN 
Fig. 56.), oder alle Peripheriewinkel (FJG und NJG) sein, auf 
gleichen Bögen; und umgekehrt. 

Vorbereitung. Man zieht die Sehnen FG und NG 

de Niem, Aus t. SwinJeu'x Eleu. d. Oeom. O 
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Beweis. Erster Tbeil. Aus 45 folgt, dass die beiden 
Sehnen EG und NG gleich sind , daher müssen sie , aufeinander- 
gelegt, einander decken und mithin auch, w egen der Gleichljieit der 
llalhmesser , die Bügen EG niul NG und folglich diese einander 
gleich sein. 

Zweiter Theil. Indirekt aus dem ersten. 

245. Zusatz 1. Ein Peripherie- oder Ceutriwinkel , der 
auf einem Bogen steht , w'clcher das Zweifache , Dreifache u. s. w. 
eines andern Bogens in demselben oder in einem gleichen Kreise 
ist , ist das Zweifache, Dreifache u s. w. von einem Peripherie - oder 
Ceutriwinkel, welcher auf dem letzteren Bugen steht; und um- 
gekehrt. 

245. Zusatz 2. In demselben Kreise steht der grössere 
zweier Centri - oder Peripheriewinkel auf dem grösseren Bogen. 

245. Zusatz 3. Ist der Ceutriwinkel ein Uechter, so steht 
er auf einem Bogen, der gleich dem vierten Theil des Um- 
kreises ist. 

245. Zusatz 4. Die Bögen, welche zwischen parallelen 
Sehnen enthalten sind, sind gleich; und umgekehrt. 

245. Zusatz 5. Ans dem Beweise, unseres Lelirsatzes geht 
hervor, dass, wenn in demselben Kreise zwei Behuen gleich sind, 
dies auch von den Bögen, die sie spannen, gilt; und umgekehrt. 

245. Zusatz ü. Aus dem Beweise folgt auch, dass von 
zwei uugleicheu Bögen die Sehne des grössern grösser ist als die 
des kleinern. 

240, Lehrsatz, hnn Winkel (ABD Eig. 57.), welcher nn 
Halbkreise steht, ist gleich einem liechten; ein Winkel (AGB), der 
in einem kleineren Kreisabschnitte steht, ist grösser als ein Rechter ; 
ein AVinkel (BAD) , der in einem grossem Kreisabschnitte steht, ist 
kleiner als ein Rechter. 

Vorbereitung. Man ziehe den Durchmesser ECE senk- 
recht zu AJJ, ziehe AE, ED und GD. 

Beweis. Eiir den ersten Tliejl zeigt man ans 244 und 38, 
dass Zl AED = R uml folglich (244, Zus. 1 ), dass auch A.BD =* R; 
für den zweiten Fall, dass ^AGB>.<CAGD und dass alle Peri- 
pheriewinkel, die auf dem Bogen AEB stehen = sind; 

für den dritten Fall , dass 4 :^ BAD <C 4 / ABD, und dass alle Peri- 
pheriewinkcl, wie z. B, 4 / BGD, welche auf dem Bogen BD stehen, 
= 4 / BAD sind. 
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247. Lehrsatz. Der Winkel fDAB oder DAF Fip 58.), 
welchen eine Tangente (AB oder AF) mit einer 8ehne (AD) bil- 
det, die aus dem Berührungspunkte (A) der l’angente gezogen 
wird, ist gleich einem Peripheriewinkel (AED oder AHD), \celcher 
aut' der andern Beite der Sehne in dem von ihr gebildeten Kreis- 
abschnitte (DEA oder DHA) steht. 

Vorbereitung. Man ziehe den Durchmesser EGA'_LFAB, 
ziehe. EH. 

Beweis. Aus der Betrachtung, dass .^^EDA=iK (246), 
daher auch EDA -J- zl EAD = 3 = K (38, Zus. 3) ^EAD-|- 

z—DAB. Für zlFAD aus der Betrachtung, dass zlFAD == 
UH-./EAD, dass ZlEAD = zlEHD (244, Zus. 1) und zlAHD 
= K-l-zlEHD (2*46). 

248. Lehrsatz. Wenn ein Durchmesser (BK Fig. 59.) 
eine Behne (LH) halbirt, so schneidet er sie rechtwinkelig; und 
umgekehrt : Steht ein Durchmesser senkrecht aut' einer Sehne , so 
halbirt er sie und auch ihren zugehörigen Bogen. Jedoc|j können 
sich zwei Behnen (BF, AE) niemals dergestalt schneiden , dass sie 
sich gegenseitig halbiren. 

Vorbereitung. Für den ersten Theil : Man ziehe LO, HC; 
für den zweiten Theil : Ziehe CG. 

Beweis. Erster Theil aus 50; die Umkehning aus 51 
und 45. 

Zweiter Theil. Aus der Ungereimtheit, in die man durch 
Annahme des Gegentheils verftlllt, weil alsdann nach dem ersten 
Theile sowohl zlAGC als auch ^BGC Hechte sein müssten, was 
nicht möglich ist. 

248 Zusatz. Wenn eine Sehne eine andere unter rechten 
Winkeln tritft und dieselbe gleichzeitig halbirt, so gebt die erstore 
durch den Mittelpunkt und ist mithin ein Durchmesser. 

249. I. ehr Satz. Nimmt man innerhalb eines Kreises einen 
Punkt (A Fig. 60.), verschieden vom Mittelpunkte (C), und zieht 
von ihm aus beliebige gerade Linien (AB, AG, AD, AH) nach 
dem Umkreise, so findet Folgendes Statt; 

1) Die grösste von allen ist diejenige (AD), welche durch den 
Mittelpunkt gebt. 

2) Die kleinste (AF) ist die Verlängerung der grössten über 
den gegebenen Punkt bis zum Umkreise; so dass also die kleinste 
und grösste zusammen einen Durchmes.ser ausmachen. 

5 » 


Digillzed by Google 



68 


Aus (luni rrinften ßut'lic. 


3) Die Linien (AG, AB) werden desto kleiner, je weiter sie 
vom Durchmesser abstehen oder vom Mittelpunkte entfernt sind. 

4) Von demselben Punkte (A) aus können nicht mehr als 
zwei Linien fAG, AE) gezogen werden, die einander gleich sind, 
und zwar fiillt die eine auf die eine, die andere auf die andere 
Seite des Durchmessers; sie bilden mit diesem gleiche Winkel 
(GAD ufld DAE) oder sind vom Mittelpunkt gleich weit entfernt. 

5) Air das.selbe (No. 2 ausgenommen) tindet Statt, wenu der 
Punkt (A) im Umkreise selbst liegt, 

Vorbereitung für 1 und 2. Man ziehe die Radien CG, 
CB, CD, CH. 

Beweis. Aus 11 und 43. 

Vorbereitung für 3. Man ziehe CL _L AG und CO _L AB. 

Beweis. Aus 47, angewandt auf AABC und AAGC; 
ferner aus 41, indem man zeigt, dass CN und mithin auch CO > CL. 

Vorbereitung für 4. Man ziehe GtlE_LAI), ziehe AE 
und iUlle, CM _L AE. 

Beweis, ln den Dreiecken GAJ und JAE ist .AGAD = 
.ADAE (248 und 45). In den Dreiecken CAM und CAL ist 
CM = CL. 

Dass ausser AE keine zweite Linie gezogen werden kann, 
die gleich AG ist, folgt aus 3. 

No. 6 folgt von selbst. 

249. Zusatz. Wenn von einem l’unkte Innerhalb des Krei- 
ses mehr als zwei Linien nach dem Umkreise, gezogen werden 
können, die einander gleich sind, so ist jener Punkt der Mittelpunkt. 

2ii0. Lehrsatz. Wenn man von einem Punkte (A Fig. öl.) 
ausserhalb eines Kreises gerade Linien nach dem Umkreise zieht, 
so findet Folgendes Statt: 

1) Die längste von allen, welche den Kreis schneiden und 
theilweise innerhalb des Umkreises fallen, ist diejenige (AG), welche 
durch den Mittelpunkt geht; die übrigen werden desto kürzer, je 
grössere Winkel sie mit dem Durchmesser bilden , oder je weiter 
sie vom Mittelpunkte entfernt sind. 

2) Die kürzeste von allen , die blos bis an den Umkreis rei- 
chen, ist diejenige (AL), welche, verlängert, durch den Mittelpunkt 
geht ; die übrigen werden desto länger , je grössere Winkel sie mit 
dem Durchmesser bilden, oder je weiter sie vom Mittelpunkte ent- 
fernt sind. 
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3) Vou demselben Punkte (A) aus kann man nur zwei Linien, 
sowohl von solchen , welche den Kreis schneiden , also theilweise 
innerhalb des Umkreises fallen, als auch von solchen, welche nur 
bis an den Umkreis reichen, also ganz ausserhalb des Kreises lie- 
gen, ziehen, die einander gleich ; und zwar fallt die eine von ihnen 
auf die eine , die andere auf die andere Seite des Durchmessers, 
und beide sind gleich weit von demselben entfernt oder bilden gleiche 
Winkel mit ihm. 

Vorbereitung für 1 und 2. Man ziehe die Halbmesser 
CK, CE, CP, CH, CD, CF; ferner CM X DA und CQ X FA. 

Beweis. AG > AF (11 und 43); AF >• AD (47); AL < AE 
(43); AECAK (44); CM>CQ (41). 

Vorbereitung für 3. Ziehe DHXAG; ziehe AH und 
fälle CN X AH. 

Beweis. In den Dreiecken DAO und ÜAH ist XGAD = 
XGAH und HA = DA (248 und 45) und dann CN = CM (46). 

2.50. Zusatz 1. Von allen Sehnen, die sich in einem Kreise 
ziehen lassen , ist der Durchmesser die grösste. 

250. Zusatz 2. Die Sehnen, welche vom Mittelpunkt 
gleich weit entfernt sind , sind gleich. 

250. Zusatz 3. Von allen Linien, die bis an den aus- 
gebogenen Theil des Umkreises reichen (d. h ganz aiusserhalb des 
Kreises liegen), ist die Tangente die grösste; die kleinste jedoch 
von denen , welche bis an den eingebogonen Theil des Umkreises 
reichen (d. h. den Kreis schneiden und theilweise innerhalb des 
Umfanges fallen). 

250. Zusatz 4. Von einem Punkte ausserhalb eines Krei- 
ses können an denselben stets nur zwei Tangenten gezogen werden ; 
dieselben sind einander gleich und die grössten von allen Linien, 
die bis an den Umkreis reichen , aber die kleinsten von denen, 
welche den Kreis schneiden 'und bis zum eingebogenen Theile des 
Umkreises gehen. 

250. Zusatz 5. Von einem l’unkte' ausserhalb eines Krei- 
ses kann man blos zwei Linien nach demselben ziehen, die ein- 
ander gleich sind. 

251. Lehrsatz. Zwei Sehnen (AD, BE Fig. 62.), die sich 
beliebig schneiden , schneiden sich stets so , dass das Kechteck aus 
den Abschnitten (AF, FD) der einen gleich ist dem Kechteck aus 
den Abschnitten (BF, FE) der andern. 
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Erster Beweis. Au» der Eiponschatt der rechtwinkelipen 
Dreiecke entlehnt. 

Vorberei tniip. Man /ache durch F den Durchmesser 
NCFG, ziehe CD und tallo CH _L AD. 

Beweis, ln den Dreiecken CDH und CFH ist nach 24« 
und 87, Zns. 4: CD^—CF,, = HD, — HF,,, 

woraus wegen der Gleichheit der Halbmesser CD, C\, t^G und 
wegen 81 NFjFG — AF,FD folgt, ebenso beweist 

man , dass NF^FG = BFrFE, 

mitliin AF,F1) = BF,FE. 

Zweiter Beweis. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke. 

Vorbereitung. Man zielu" AB und DE. 

Beweis. Nach 244, Zns. 1 und 19b ist AABFcc,_ FDE, 
also AF: BF -= FE:FD, daher wegen 202, Zu». 5 AF,FD = 
BF,FE. 

251. Zusatz 1. Wenn zwei Sehnen sicli »chneiilen , so 
verhält sich ein Abschnitt der einen zu einem Abschnitte der andern 
Sehne, wie der zweite Abschnitt dieser letzteren zuni zweiten. Ah- 
schnitt der ersteren. 

251. Zusatz 2. Damit ein Kreis beschrieben werden könne, 
welcher durch vier gegebene Punkte hindurebgehe, inHs-sen dieselben 
eine solche Lage haben , dass die Geraden , welche sie verbinden, 
sich durch ihren Durchschnitt gegenseitig in Stücke theilen , von 
denen das eine der einen sich zu einem der andern Geraden ver- 
hält, wie das zweite Stück dieser letztem zuni zweiten der erstem. 

252. Tjehrsatz. Fällt man aus einem Punkte CB Fig. 63.) 
der Peripherie eine Senkrechte (BF) auf einen Durchmesser (AD), 
so ist das Quadrat derselben gleich dem Rechteck aus den beiden 
durch sie gebildeten Abschnitten (AF, FD) des Durchmessers, und 
mithin ist die Senkrechte die mittlere ProjKirtionale zwischen den 
genannten Abschnitten. 

V^orbere it ung. Ziehe AB und BD. 

Beweis. Aus 246, 209, 203, Zus, 4 und 209, Zus. 1. 

252. Zusatz 1. Dieselbe Linie (BF), eine Senkrechte 
nämlich auf einen Durchmesser , ist stets so beschaffen , dass das 
Quadrat derselben gleich ist dem Unterschiede der Quadrate des 
Radius und des Stücks vom Durchmesser, welches zwischen dem 
Mittelpunkte und der Senkrechten enthalten ist , d. i. BF, a= 
CD, — eh’,. 


Digitized by Google 



Vom Kreise. 


71 


252. Zusatz 2. Der Hauptsatz und der erste Zusatz, dass 
iiSinlich BF,, = AF,FD = 01), — CF,, sind auch umgekehrt walu-, 
\ind zwar lautet die Umkehrung: Ist eine Linie so beschaffen, dass 
für jeden Punkt derselben Bl', = AF,FD = CI), ■ — CF„ so ist die 
Linie der Umfang eines Kreises, von welchem AD der Durch- 
messer ist. 

253. Lehrsatz. Wenn sich zwei Sehnen unter rechten 
Winkeln schneiden, so ist die Summe der Quadrate ihrer Segmente 
(AX, XE, DX, XF Fig. G4.) gleich dem Quadrat des Durchmessers. 

Vorbereitung. Ziehe die Radien CD, CE, CF, CA, den 
Durchmesser DCG und falle ClI _L DF, CK _L AE. 

Beweis. Dü, = 4CD, = DH, -F CH, -p FH, H- CH, -p 

CK, -p AK, -p CK, (87) 

= 2FH,-p2CK,-p2EK,-p2KX, 
= DX, + XF,-pAX,-pEX, (79). 

254. Lehrsatz. Wenn man vom Endpunkte (A Fig. 65.) 
eines Durchmessers (AB ) aus zwei oder mehrere Sehnen (AD, AE) 
zieht, so verhalten sich die Quadrate derselben wie die Stücke 
(AO, AP) des Durchmessers, welche zwischen dem Punkte, von 
welchem die Sehnen auslaufen, und den Fusspunkten der aus den 
Endpunkten der Sehnen auf den Durchmesser gefällten Perpendikel 
enthalten sind (AD, : AE, — AO : AP). 

Vorbereitung. Ziehe BI), BE. 

Beweis. Aus 246 und 209, Zus. 2. 

256. Lehrsatz. Wenn man von einem Punkte (A Fig. 61.) 
ausserhalb eines Kreises zwei otler mehrere gerade Linien nach dem 
Umkreise zieht, welche verlängert denselben schneiden, so sind die 
Rechtecke, aus jeder solchen (verlängerten) ganzen Linie und ihrem 
ausserhalb des Kreises liegenden Abschnitte gebildet, untereinander 
gleich. 

Erster Beweis. Aus 'den Eigenschaften der rechtwinkeligen 
Dreiecke. 

Vorbereitung. Jlan ziehe die Halbmesser CD, CF; fer- 
ner CM _L AD und CQ _L AF. 

Beweis. In den rochtwinkeligen Dreiecken CAQ und CAM 
ist nach 87, Zus. 4: AQ, — QE, = AM, — MK,, woraus sich mit 
Hülfe von 81 um! 248 das Uebrige ergiebt. 

Zweiter Beweis. Aus der Aehulichkeit der Dreiecke. 

Vorbereitung. Ziehe FD und EK. 
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Beweis. Man zeigt zuvörderst, dass AAKDsvsAAEK 
(196), weil ADAF beide geineinscbaf'tlich haben, und weil .^FDK 
+ ^FEK= ‘2K C244,Zus.3) = AFEK+ /.KEA (2U), mithin 
also AFDK — AKEA. Aus der Aebnlicbkeit der genannten 
Dreiecke hat man AD : AF — AE : AK und folglich (203, Zus. 3) 
AD,AK = AFh\E. 

256. Zusatz 1. Die Schneidenden werden durch den Um- 
kreis im umgekehrten Verhältnisse geschnitten, d.i. AF : .AD = 
AK : AE. 

256. Zusatz 2. Wenn der äussere Absclinitt (AK) der 
einen Linie (AD) die mittlere Propjirtionale zwischen den beiden 
Abschnitten der andern (All) ist, so ist auch der äussere .Abschnitt 
(AP) der andern die mittlere Proportionale zwischen den Injidcn 
Abschnitten der ersteren. 

256. Zusatz 3. Werden die beiden Linien dergestalt ge- 
zogen, dass sich der äussere Abschnitt der einen zu ihrem inneren 
verhält wie der innere Abschnitt der andern zum äussern derselben, 
so sind die äusseren Abschnitte der ersten und zweiten zwei mitt- 
lere Proportionalen zwischen den inneren Abschnitten der zweiten 
und ersten. 

25ü. Lehrsatz. Wenn man von einem Punkte (A Fig. 61.) 
aus.serhalb eines Kreises eine Tangente (AB) und eine beliebige 
Schneidende (AF) an denselben zieht, so ist das Quadrat der 'Pan- 
gente gleich dem Rechteck aus der Schneidenden (AF) und ihrem 
ausserhalb fies Kreises liegenden Abschnitte (AE); und umgekehrt. 

Vorbereitung. Ziehe BE und BF. 

Beweis. .Aus 247, 196, 203, Zus. 3. 

250. Zusatz 1. Die Tangente ist die mittlere Proportio- 
nale zwischen der Schneidenden und ihrem ausserhalb des Kreises 
liegenden .Abschnitte. 

259. Zusatz 2. Die zwei Tangenten, die man von einem 
Punkte an den Kreis ziehen kann, sind gleich. 

260. Lehrsatz. Zieht man durch die Endpunkte (B, J 
Fig. 61.) einer Sehne (BJ), die nicht ein Durchmesser ist, zwei 
Tangenten (B.A, .JA) an einen Kreis und aus deren Durchschnitts- 
punkt (A) eine beliebige Schneidende (AF), so wird dieselbe in 
ihren Durchschnittspunkten (E und S) mit dem Umkreise und jener 
Sehne harmonisch getheilt. 

Vorbereitung. Ziehe den Durchmesser ALCG. 
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Beweis. Es ist AB, AS,,4-BS,SJ (90 und 12) 

AB, = At\AE (259). 

Hieraus ergibt sich mit Hülfe der Sätze 251, Ib und 76; AF,SE 
= AEfES u. B. w. 

261. Lehrsatz. Kreise, welche sich schneiden oder be- 
rühren, haben nicht denselben Mittelpunkt. 

Beweis. Wenn sich die Kreise von aussen berühren, so ist 
der Beweis von selbst einleuchtend, da der eine Kreis ganz ausser- 
halb des andern liegt. Die beiden andeni Fälle, wenn sich die 
Kreise schneiden oder von innen berühren , werden indirekt be- 
wiesen, wobei man durch Annahme des Gegentheils der Behauptung 
auf eine Ungereimtheit in Betreff der Gleichheit der Radien stösst. 

262. Lehrsatz. Wenn zwei Kreise sich von innen oder 
von aussen berühren, so geht die Gerade, welche man durch die 
beiden Mittelpunkte zieht, auch durch den Berührungspunkt. 

Beweis. Indirekt aus 4.'t. 

263. Lehrsatz. Ein Kreis berührt einen andern nur in 
einem Punkte. 

Beweis. Indirekt aus 43. 

263. .1 n m «r k II II Kenihren znei Kreise .sich tun iiiisscii, sn ist liie 
Kntrmiiiii),' iliiur Millelpiiiiklu gleich iler Siiniiiie ihrer Halhiiie.sser; heiiihreii sic 
sich tun innen, so ist diese Kiiircriiiing gleich ileni L'iilerscliiede der Halliinesscr. 
.tilgeiiieiii: Iternliren sich «nei Kreise, so ist die Knirerniing ihrer Millelpiiiiklc gleich 
der algelH'aischcn Siiiiiiiie ihrer llidhinesser. 

264. Lehrsatz. Zwei Kreise, die sich schneiden, schneiden 
sich in zwei Punkten, und zwar dergestalt, dass die sie verbindende 
Gerade senkrecht auf der Linie steht, welche durch die beiden 
Mittelpunkte geht, und diu-ch diese letztere halhirt wird, ln mehr 
als zwei Punkten können zwei Kreise einander nie schneiden. 

Beweis. Erster Theil. Wenn die Kreise nur einen 
Punkt gemeinschaftlich hätten , so würden sie sich blos berühren > 
da sie sich aber schneiden, müssen sie wenigstens zwei Punkte mit- 
einander gemein haben. Diese können nicht auf derselben Seite 
der Axe (der Geraden, welche die Mittelpunkte verbindet j liegen, 
weil sich alsdann von einem Punkte, der nicht der Mittelpunkt ist, 
zwei gleich lange Linien nach dem Umkreise ziehen liessen, die 
auf derselben Seite des Mittelpunkts lägen, was nicht möglich ist (249)- 
Die Durchschnittspunkte fallen also auf verschiedene Seiten der 
Axe; dass durch diese die V'erbindungslinie jener unter rechten 
Winkeln halbirt wird, folgt aus 50 und 45. 


Digilized by Google 



74 Aus dem scclislcii Uuidic. 

Zweiter Tlicil. llätteu lUe Kreise mehr als zwei Punkte 
Kenieiiiscliaftlich , so müssten sic einen und denselben Mittelpunkt 
haben, was nicht möglich ist (261^. 

2t)4. A II III c r k II II g. Wuim /«ci Kreise sieh scliiiculcii, so ist die Kul- 
reniiiiig ihrer MiUel|'iinkle kleiner als die Siiuinie, aher grösser als der t'iilerseliied 
ihrer llalliiiiesser. 

265. Lehrsatz. Wenn zwei Kreise sich berühren, nncl 
laaii zieht durch den Berührungspunkt (C Fig. Gfi.) eine yehneidende 
(DCK) an beide Kreise, verbindet die Mittelpunkte (A, B) sowohl 
untereinander, als auch mit den Durchschnittsjninkten (E, D) der 
Schneidenden , so sind die C'entriwinkel (CAE, CBD j , die solcher- 
gestalt entstehen, gleich. 

Beweis. Aus 51 und 196 angewandt auf die Dreiecke 
ACE und BCD. 


Au.s dein seclistcu Buelie, 

handelnd 

Von den In und nin den Kreis beschriebenen \1elecken. 

266. Erklärung. Von einer Figur sagt man , sie stehe 
in einer andern oder sei in dieselbe beschrieben, wenn ihre Ecken 
auf den Seiten der letzteren liegen. 

Daher heisst eine Figur in einem Kreise stehend oder in den- 
selben beschrieben, wenn sein Umfang alle Seiten berührt. 

267. Erklärung. Von einer Figur sagt man, sie stehe 
um eine andere oder sei um dieselbe beschrieben, wenn alle ihre 
Seiten durch die Ecken der letzteren hindurchgehen. 

Daher heisst ein Kreis um eine Figur beschrieben, wenn sein 
Umfang durch alle ihre Ecken hindurcligeht ; und eine Figur um 
einen Kreis beschrieben, wenu alle ihre Seiten den letzteren be- 
rühren. 

270. Lehrsatz. Keine Figur kann in einen Kreis be- 
schrieben werden, wenn es nicht innerhalb oder ausserhalb derselben 
einen Punkt von solcher Lage gibt, dass alle von ihm nach den 
Ecken gezogenen Geraden einander gleich sind. 

Beweis. Erster Th eil. Aus 266 und der Beschaffenheit 
des Kreises. 

Zweiter T h e i 1. Aus 2 67 und 243. 
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271; LphraatK. Keine Figur kann um einen Kreis be- 
schrieben werden, wenn nicht, ini Fall die Zahl ihrer Seiten eine 
gerade ist, die Summe der ersten, dritten, fünften, siebenten ii. s. w. 
gleich ist der Summe von der zweiten, vierten, seclisten, achten 
u. s. w. , ira Fall die Zahl der Seiten eine ungerade, die Summe 
der ersten, dritten, fünften , siebenten u. s. w. gleich ist der Summe 
der zweiten , vierten , sechsten , acliten u. s. w. ziisannnen mit dem 
Stück der letzten Seite, welches zwischen der ersten und dem Be- 
rührungspunkte enthalten ist. 

Beweis. Aus 367 und 2.50, Zus. 4. 

272. Lehrsatz. Es gibt kein Dreieek , welches nicht in 
und um einen Kreis beschrieben werden kann , und ebenso keines, 
in und um welches sich nicht ein Kreis beschreiben lässt. 

Beweis. Erster Theil. Die Beschreibung eines Dreiecks 
in einen Kreis und eines Kreises um ein Dreieck folgt aus 241. 

Zweiter Theil. Die Beschreibung des Dreiecks um den 

Kreis. 

Vorbereitung. Man halbire die Winkel ABD und ADB 
(Fig. 67.); verlängere die Halhirenden bis zu ihrem Durchschnitt in 
C, ziehe CA und fälle die 1‘crpendikel CJ, CK, CL; man hat nun 
zu beweisen (270), dass C.J -= CK ä CL. 

Bew'eis. Aus 46. 

272. Zusatz 1. Die Geraden, welche die Winkel eines 
Dreiecks halbiren , schneiden sich in einem Punkte , und die aus 
diesem auf die Seiten gefällten Perpendikel sind einander gleich. 

272. Zusatz 2. Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich einem 
Kechteck aus der halben Summe der Seiten und dem lladius des 
eingeschriebenen Kreises. 

274. Lehrsatz. Nicht alle unregelmässigen, aber wohl 
alle regelmässigen Vielecke kfinnen in und um einen Kreis be- 
schrieben werden. 

Beweis. Der erste Theil aus 270; der zweite aus 271 und 107. 

275. Lehrsatz. In allen Vierecken (AEBF Fig. 68.), 

welche in den Kreis beschrieben sind , sind stets je zwei Gegen- 
winkel (AEB und AFB; EAF und EBF) zusammen gleich zwei 
Hechten. 

Beweis. Aus 244, Zus. 6. 

276. Lehrsatz, ln allen Vierecken, welche in den Kreis 
beschrieben sind, ist die Summe der Rechtecke aus den Gegenseiten 
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(FA und BE, AE und FB Fig..68.) gleich dem Rechteck aus den 
.Diagfinalen (AB, FE). 

Vorbereitung. Man ziehe GE so, dass ^AKG — 
hieraus und ans 244, Zus. 1 folgt., dass AAEG««AFEB und 
AGEB~ AEAF. 

Beweis. Aus 203, Zus.-3. 

277. Lehrsatz. Wenn ein regelmässiges Vieleck in einen 
Kreis beschrieben ist, so 

1) theilen die Beiten den Umkreis in so viele gleiche Bögen, 

als das Vieleck Seiten hat. « 

2) Die Seiten sind die Sehnen der Bögen. 

3) Der Mittelpunkt des Kreises ist der Mittelpunkt des Vielecks. 

4) Der Radius des Kreises ist der Radius des Vielecks. 

.5) Die Sehne, welche den Bogen zweier aneinander grenzen- 
den Seiten spannt, ist die Seite eines neuen Vielecks, welches halb 
so viel Seiten hat als das gegebene. 

Beweis. Aus 107. 

277. Zusatz 1. Die Seite eines in den Kreis beschriebenen 
regelmässigen Vielecks ist die Sehne des Alittelpunklswinkels oder 

4R 

eines Centriwinkels, der — (HO, Zus. 1). 

277. Zusatz 2. Die Seite des in den Kreis beschriebenen 
Rechtecks ist gleich dem Radius (HO, Zus. 2). 

278. Lehrsatz. Die Seiten und Umfänge ähnlicher regel- 
mässigen Vielecke, welche in oder um Kreise von verschiedenen 
Durchmessern beschrieben sind, verhalten sich wie die Durchmesser-, 
ihre Flächenräume hingegen stehen im zweifach hohen Verhältuiss 
derselben. 

Beweis. Aus 274, 107 und 222. 

282. Lehrsatz. Wenn man zwei aneinander grenzende 
Seiten (FG, FE Fig. 69.) eines regelmässigen Vielecks halbirt und 
die Halbirungspunkte (L, M) verbindet, so ist: 

1) diese Gerade die Seite eines neuen Vielecks, welches in 
das gegebene beschrieben und demselben ähnlich ist. 

2) Die Seite des neuen Vielecks verhält sich zu der des ge- 
gebenen wie das Perpendikel (CL) des letzteren zu seinem Radius 
oder dem Radius des Kreises, in welchen es beschrieben ist. 

3) Dasselbe VerhKltniss haben die Umfänge der Vielecke zu 
einander. 
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4) Die Flächenränme stehen im zweifach hohen des genannten 
Verhältnisse.s oder 

5) dieselben verhalten sich wie das Perpendikel (CRj des 
neuen Vielecks zum Radius (CF) des gegebenen. 

Beweis. Erster Theil. Aus 116 n. 266. 

Zweiter und dritter Theil. Aus der Aehnlichkeit der 
Dreiecke LRF, CLF und CLR. 

Vierter Theil. Aus 222. 

Fünfter Theil. Aus der Betrachtung, dass die Vielecke 
sich verhalten = A CLR : A CLF und mithin = CR : CF (200). 

283. Lehrsatz. Wenn man die Radien (CF, CE Fig. 70.) 
eines in den Kreis beschriebenen Vielecks (FEDBAF) bis zum 
Durchschnitt (in N und G) mit der 'l'angente (NG) verlängert, 
welche an den Punkt (J) gezogen ist, in welchem das verlängerte 
Perpendikel (CJ) den Umkreis schneidet, so ist das so erhaltene 
Stück (KG) der Tangente die Seite eines regelmässigen um den 
Kreis beschriebenen Vielecks, welches dem gegebenen ähnlich ist; 
oder wenn man durch die Halbirungspunkte (R und K) zweier 
aneinandergrenzenden Seiten (DE und FE) des in den Kreis be- 
schriebenen Vielecks vom Mittelpunkte (C ) aus gerade Linien 
(CRü und CKV) zieht und sie verlängert, bis sie (in U und V) 
die Tangente (VU) schneiden, welche an den Punkt (E) gezogen 
ist, in welchem die» genannten Seiten (FE und DE) Zusammen- 
treffen, so ist das so erhaltene Stück (VU) der Tangente gleichfalls 
die Seite eines Vielecks, welches dem gegebenen ähnlich und so- 
wohl um dieses als auch um den Kreis beschrieben ist. 

Ferner verhält sich die Seite (KG wler VU) des um den 
Kreis beschriebenen Vielecks zu der Seite (FE oder JL) des in 
den Kreis beschriebenen wie der Radius (C.I) zum Perpendikel (CR) 
des letzteren; eben dieses Verhältniss haben die Umfange, und in 
dem zweifach Hohen desselben stehen die Flächenräume; oder diese 
letzteren verhalten sich zu einander wie der Radius zum Perpen- 
dikel (CQ) des in das gegebene beschriebenen Vielecks. 

Beweis. Erster und zweiter Theil. Ans der Con- 
gruenz der Dreiecke KCJ und VCE (46). 

Dritter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CKE 
und CJG und aus 223 und 222. Endlich aus der Betrachtung, 
dass sich die ähnlichen in und um den Kreis beschriebenen Vielecke 
verhalten = A CJG : A CKE = JG : K(^ (200) = CJ : CQ. 
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Aus dem secli'slon Rmdie. 


283. Zusatz 2. Ans dem vorstehenden Lehrsätze ersieht 
niiin, wie man ein reffelmässiges Vieleck , welclies einem ^e^^beueu 
äbulich ist, um einen Kreis heselireiben kann, und chiss keine 
andern regelmässigen Vielecke u m Vielecke oder u m Kreise be- 
schrieben werden können als diejenigen, die sich in den Kreis be- 
schreiben lassen. 

283. Zusatz 3. Sobald die Seite eines in den Kreis be- 
schriebenen Vielecks gegeben ist, kennt man die Seite des ihm 
ähnlichen nm den Kreis beschriebenen. 

283. Zusatz 4. Die Seite eines nm einen Kreis oder nni 
ein Vieleck beschriebenen Vielecks verhält sich zur Seite des ge- 
gebenen, wie diese letztere znr Seite des in das gegebene beschrie- 
benen Vielecks, d. h. VU : JL (oder FE) = JL (oder FE):RK; 
daher ist die Seite des gegebenen Vielecks die mittlere Proportio- 
nale zwischen den Seiten der in und nm dasselbe beschriebenen 
Vielecke; und ebenso verhält es sich mit den FlHchenräumen : Weil 
VU,| : FEq = FEq : RK,, , so ist 

Vieleck üb. VU : Vieleck üb. FE = Vieleck üb. FE : Vieleck üb. RK. 

283. Zusatz 5. Zieht man die. Linie FI), so ist A RKE 
s>i A FDE und folglich: KE:RK = l’’E:FI), 
aber KE = .pTl, 
folglich RK = {fD, 

woraus der vorhergehende Zusatz zu folgendem wird : VU : FE = 

FE : ^FD, d. h. in Worten: 

Die Seite eines in den Kreis beschriebenen Vielecks ist die 
mittlere Proportionale zwischen der Seite eines ihm ähnlichen um 
den Kreis be.schrlebenen und der halben Seite eines in den Kreis 
beschriebenen , welches jedoch niu- halb so viel Seiten als das ge- 
gebene Vieleck hat. 

283. Zusatz 6. Aus dem vierten Zusatze geht ferner her- 
vor, dass der Unterschied der FUichenräume des um den Kreis 
beschriebenen regelmässigen Vielecks und des ihm ähnlichen ein- 
geschriebenen sich zum Flächenrauin des erstem verhält wie das 
Quadrat der Seite des letzteren zum Quadrat des Durchmessers. 

Da Vieleck über VU : Vieleck über FE = Vieleck über FE : 
Vieleck über RK , so ist : 

Vieleck über VU — Vieleck über FE : Vieleck über VU = 
Vieleck über FE ■ — Vieleck über RK : Vieleck über FE, 
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A RQE : A RCE = QE : CE (200), 

aber (^E : KE = KE : CE (209, Zns. 2), 

und RE:CE = RE : CE, 

mithin C)E : CE = RE,, : CE,, (l.'jrj), 

folglicli : 

Vieleck über — Viek3ck über FE : Vieleck über VU = RE, : CE, 

= FE, : TE,, 

283. Zusatz 7. Daher ist der erwähnte Unterschied gleich 
einem ähnlichen Vieleck, lun einen Kreis beschrieben, dessen 
Durchmesser gleich der Seite FE des gegebenen Vielecks ist. 

283. Zusatz 8. Daher ist auch der genannte Unterschied 
gleich einem Vieleck, welches durch die Durcluichnittspunkte ent- 
weder der Linien entsteht, die die Endpunkte der einander paral- 
lelen Seiten des gegebenen Vielecks verbinden, weim dessen Seiten- 
zahl gerade ist, oder, wenn die Zahl der Seiten ungerade ist, durch 
die Durchschnittspunkte der auf den Seiten in ihren Endpunkten 
errichteten Senkrechten (Zus. 7, 113, 115), weil in solchen Viel- 
ecken das Perpendikel halb so gross als die Seite des gegebenen 
Vielecks und mithin gleich dem Radius des in jene beschriebenen 
Kreises ist. 

28G. Lehrsatz. Das Perpendikel eines in den Kreis be- 
schriebenen gleichseitigen Dreiecks ist gleich der Hältite des Radius; 
und das Uöheiiperpendikel eines «dchen Dreiecks ist anderthalbmal 
so gross als der Radius. 

Beweis. Aus 2t>7. 

287. Lehrsatz. Das Quadrat von der Seite des in den 
Kreis beschriebenen gleichseitigen Dreiecks ist das Dreifache vom 
Quadrat des Radius, oder auch gleich dem Rechteck aus dem Durch- 
messer und dem Höhenperpendikel des Dreiecks. 

Beweis. (Fig. 71.) ^^DF, = DX, == CD, — CX, (87, Zus.2), 
CX, = {CD, (286), 
folglich }DF, = jCD, 

oder DF, = 3CD, 

oder DF, CD,3CD 

== 2CD,i!CD, 
aber ?CD =*= AX (286), 

folgUch DF, = 2CD,AX. 

287. Zusatz. Die Seite des Dreiecks ist also zum Radius 
iucommeusurabel. 
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Aus dem seclisien Ruche. 


288. Lehrsatz. Der Flächeninhalt des in den Kreis be- 
schriebenen Quadrats ist doppelt so gross als der Inhalt des Qua- 
drats vom Kadius und halb so gross als der Inhalt vom Quadrat 
des Durchmessers oder des um den Kreis beschriebenen Quadrats. 

Beweis. Aus 87. 

288. Zusatz 1. Die Seite des in den Kreis beschriebenen 
Quadrats verhält sich zum Radius wie ^2:1. 

288. Zusatz 2. DieSeite des um den Kreis beschriebenen 
Quadrats ist gleich dem Durchmesser. 

290. Lehrsatz. Wenn man den Radius (CJ Fig. 70. ) 
nach dem äussern und mittlem Verhältniss theilt (in Z), so ist das 
grössere Stück (CZ) die Seite des in den Kreis beschriebenen 
Zehnecks. 

Vorbereitung. Man mache JE = CZ; ziehe CE und EZ. 

Beweis. zlCJE = ZICEJ = 2zlJCE (97;, 
aber ^ C.JE -F ^CEJ + zlJCE 2R (20), 
tölglich 5 .^JCE = 2R 

m _ 4R 
5 10’ 

daher JE = CZ die Seite des Zehnecks (277, Zus. 1). 

290. Zusatz 1. Die Seite des Zehnecks ist also zum Ra- 
dius incommenSurabel. 


und 


ZlJCE = ~ = 


290. Zusatz 2. Das Perpendikel (CK) des Fünfecks ist 
halb so gross als der Radius (oder die Seite des Sechsecks) und 
die Seite des Zehnecks zusammengenommen. 

Beweis. Wenn JF = JE = CZ die Seite des Zehnecks 
ist, so ist FE die Seite des Fünfecks und CK das Perpendikel. 
Nun ist CK = CZ -p ZK, 

aber JE = CZ = ZE, 

folglich ZK = KJ, 

daher CK = CZ-MZ.T 

= CZ-F‘(CJ — CZ) 

= jcz-f'j,cj 

JE-pCJ 
~ 2 ■ 


290. Zusatz 3. Wenn man die Summe des Radius (oder 
der Sechsecksseite) und der Zelmecksseite nimmt, so ist diese ganze 
Linie nach dem äussern und mittlern Verhältniss getheilt, und der 
Radius ist das grössere Stück. 
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291. Lehrsatz. Das Quadrat der Fiinfecksseitp ist gleich 
der Summe der Quadrate der Zehuecksscite und des Kadius (oder 
der Sechsecksseitp). 

Vorbereitung. Ziehe CB (Fig. 70.) _L JE oder senkrecht 
zur Zehnecksseite, so dass also Jh = bE; ziehe aus J die Gerade 
JO nach dem Durchschnittspunkte O der Senkrechten bC und der 
Fünl'ecksseite FE, so ist JO OE. 

Beweis. .^^ECO = ^./l.TCE, 

^JFE = l^JCE (-iHi), 
folglich sil ECO == JFE, 

aber .^ÜJFC = 2 FC.I (weil FJdieZehuecksseite ist) 

= ZlFCE, 

mithiii ^FCE — ./ECO = zlJFC — ./ JFE 

oder ./OCF = silCFO, 

daher (.»C = FO 

und . AFCO SW AFCE, 

also FE: FC = FC:FO. 

Ebenso ist AEJO «« A FJE und daher FE: JE = JE: (JE,, 
folglich JE.,d-FC.j = OE,FE -F FO,FE 

= FE„. 

291. Zusatz 1. Aus 291 und 290 Zus. 1 geht hervor, 
dass die Seite des Fünfecks incommensurabel sowohl zum Radius 
als auch zur Zehnecksseite ist. 

291. Zusatz 2. Das (Quadrat der Fünfecksseite (FE) und 
das Quadrat der Sehne (FB), welche die Bögen zw'eier aneinander- 
grenzenden Flinfeckssciten spannt , sind zusammeugenomnien so 
gross als das fünffache Quadrat des Radius. 

Beweis. FB,, -f- FJ,, = BJ,, = 4CJ,, 

FE, = FJ, + CJ„ 

also FB, + FE, + FJ, = 4CJ, FJ, + C.J, 
oder FB,| -F FE, = .5CJ,. 

292. Lehrsatz. Der Inhalt eines in den Kreis beschrie- 
benen Fünfecks ist gleich einem Rechteck, dessen Grundlinie gleich 
^ der Sehne, welche die Bogen zweier aneinandergrenzendeu Fünf- 
ecksseiten spannt, und dessen Höhe anderthalbmal so gross als der 
Radius ist. 

Beweis. (Fig. 70.) Da AFEC gleichschenkelig, so ist 
AFEC = 4CE,F8 = iCEr^FS = :]0E,jlDF, 
tVdglich 5 AFEC = Fünfeck FEDBAF = -äcEriDF. 

de Niem, Auä t Swindeu's Elem. d Goom. 0 
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Aus dem sechsten Buic)ie. 


293. Lehrsatz. Weiua wui die Bügen, welche die Seiten 
eines in den Kceis beschriebenen regelmässigen Vieleehs .spannen, 
halbirt, so: 

1 ) bilden die Sehnen der halben Bögen ein neues regel- 
mässiges Vieleck von doppelt so viel Seiten, als das frühere hat. 

2) Jede Seite (JE Fig, 70.) des neuen oder spätem Viel- 
ecks steht zur halben Seite (KE) des ersteren oder früheren hn 
zweifach niederen Verhältni.ss. des Durchmessers (B.J) zu dem Stück 
(BK) desselben , welches durch die Seite de» früheren Vieleck» ab- 
geschnitten wird. 

3) In eben demselben Verhiütniss stehe« die Umfänge beider 
Vielecke zu einander. 

4 ) Der Flächeninhalt des spätem Vielecks verhält sich zu 
dem des früheren, wde der Radius (CJ) zu dom Perpendikel (CK) 
des früheren; oder 

5) wie die Seite (FE) des früheren ViolecLs zu der aus ihren» 
Endpunkte (F) auf den Radius. (CE) gefällten Senkrechten ; oder 

6) ilas spätere Vieleck steht zu dem frülmrcn im zweifacli 
niederen VerliältnLss des Durchmessers (TE) zu dem Stück TS: 
desselben. 

Beweis. Erster Theil ist von selbst einleuchtend. 

Zweiter und dritter Theil. Man halbirc die Seite FE 
in K und ziehe durch K den auf FE senkrecht stehenden Durch- 
messer ,TKB. Der Beweis ergibt sich aus 240 und der Aehnlich- 
keit der Dreiecke JKE und JBE (190). 

Vierter Theil Ans der Betrachtung, dass wenn g die_ 
Zahl der Seiten des früheren V.ielecks fvusdrückt, das Vieleck gleich 
2g X AKCE und di(s sjjät^.e Vieleck = 2g X AJOE ist; dass 
sich diese beiden Dreiecke ^ber zu einander verhalten, wie CK : CJ, 
daher auch das spätere VielcQk zum früheren wie CJ : CK. 

Fünfter und sechster, Theil. Aus der Aebnlichkeit der 
Dreiecke FSE und CEK hat inan 

CK : CE oder CJ = FS : EF = v(TS,: ^TE (209, 
also das .spätere Vieleck zum früheren, = FE : ES = ^TE ^TS. 

293. Zusatz 1. Der Umfang eines in den Kreis. bescluv^, 
benen regelmässigen Vielecks ist kleiner als der Umfang,, eben eines 
solchen von doppelter Seitenzahl. 

293. Zusatz 2. D^r In|ialt ein«? in den Kretp besebrift- 
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benen regetmüssigen Vielecks ist kleiner als der Inhalt ebten eines 
solchen von doppelter Seitenzahl. 

293. Zusatz 3. Da sich verhält: das Vieleck über FE : 
Vieleck über JE CK : CJ und 

CK : CJ = CK : CE = FT : TE, 
so verhält sich ein in den Kreis beschriebenes r^elmässiges Vieleck 
au eben einem solchen voh doppelter Seitenzahl , wie die Sehne 
vom Supplementarbogen des zur Seite des erstgenannten V'ielecks 
gehörigen Bogens Zum Durchmesser des Kreises. 

293. Zusatz 4. Aus dem dritten Zusatze folgt wiederum, 
dass, wenn man ein in den Kreis beschriebenes regelmässiges Viel- 
eck hat und durch Ualbiriiug der zu den Seiten gehörigen Bögen 
ein zw'eites Vieleck von doppelter Seitenzahl in den Kreis beschreibt, 
darauf ein drittes, welcbes doppelt so viel Seiten hat als das zweite ; 
alsdann ein viertes, welches doppelt so viel Seiten hat als das 
dritte u. s. f., das erste Vieleck sich zum letzten (nies) verhält, wie 
das Produkt aus allen Sehnen der Supplementarbögen zur (n. — ^l^ten 
Potenz des Durchmessers. 


293. Zusatz ö. Durch den letzten Theil des Lehrsatzes 
kann man den Inhalt eines Vielecks vermittelst eines andern , wel- 
ches halb so viel Seiten hat, d. h. den Inhalt eines späteren Vielecks 
vermittelst eines früheren berechnen. Die Zahl, wodurch der Inhalt 
des früheren Vielecks ausgedrückt wird , ist : 2g X A CKE = 

g X Ck X KE i daher verhält sich : 

das spätere Vieleck : g X CK X KE = CJ : CK, 

g X CK X KE X CJ 


mithin das spätere Vieleck = 


CK 

g X FE X CJ 


g X ra 
2 


wenn CJ Ä 1 gbsitzt wird. Hieraus ergibt sich der folgende Lehr- 
satz Lndnlfs van Eulen : 

„Weün man die Seite eines in einen Kreis, dessen Radius 
„gleich der Einheit gesetzt wird , beschriebenen Vielecks mit der 
„halben Zahl der Seiten multiplicirt, so erhält man den Inhalt eifies 
„in denselben Kreis beschriebenen Vielecks vön dop_p6lter Seitenzahl.“ 

293. Zusatz 6. Da das spätere Vieleck = ® ^ ^ ^ j 

istj BO ist ein Vieleck gleich einem Dreiecke, dessen Höhe der 
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Aus dein scdisleii ßuchi*. 


Riuliu-s mi<l dessen Grinullinie glcieli dem Umfange eines Vielecks 
von halb so grosser iSeitenzahl als das gegebene ist. 

293. Zusatz 7. Dalier verhält sich der Inljalt des Sechs- 
ecks zu dem des Dreiecks wie CA : (!X (Fig. 51.) = 2:1 (281!); 
d. li. das Sechseck ist doppelt so gross als das Dreieck. 

293. Zusatz 8. Daher ist der Inhalt des Zwöltecks gleich 
dem halbep I’rodukt aus dem Sechsfachen der Sechsecksseite und 
dem Radius; mler gleich dem dreifachen C^uadrat des Radius; oder 
auch gleich dem Quadrat der Seite des gleichseitigen Dreiecks. 

293. Zusatz !). Hieraus und aus 288 folgt hinwieder, dass 
der Inhalt des eingeschriebenen Zwiilfccks sich zu dem des in den 
Kreis beschriebenen Quadrats verhält wie 3 : 2 und zum Quadrat 
des Durchmessers wie 3 : 4. 

29(1. Lehrsatz. AVenn man vom Mittelpunkte ((.1 Fig. 70.) 
eines Kreises Senkrechte (CJ , CIj) auf zwei aneiuaudergrenzendc 
Seiten (N(i,Ga) eines um denselben beschriebenen regelmässigen 
Vielecks (NGa) fallt und nach der Ecke (G), in welcher die ge- 
nannten Seiten zusammeiitreflen, einen Radius (CFG) zieht, alsdann 
die Winkel (.JCG, GCL), welche die Senkrechten mit diesem Radius 
bilden, durch die bis zum Durchschnitt in X und Y mit den Seiten 
des Vielecks verlängerten Geraden l'X, CY halbirt, so findet Fol- 
gendes Statt: 

1) Die Gerade XY, welche die genannten Durchschnittspunkte 
verbindet, ist die Seite eines neuen um den Kreis beschriebenen 
Vielecks, welches doppelt so viel Seiten hat, als das gegebene. 

2) Die Seite XY’ des neuen Vielecks verhält sich zu der des 
gegebenen wie der Radius (CE) des gegebenen Kreises zur Summe 
der Radien (CE und CG) eben dieses und des um das gegebene 
Vieleck beschriebenen Kreises. 

3) Die Umfänge der beiden Vielecke verhalten sich zu ein- 
ander wie der Durchmesser des gegebenen Kreises zur Summe der 
Radien beider Kreise, des gegebenen nändich und des um das ge- 
gebene Vieleck beschriebenen, oder des innern und äussem Kreises 
des gegebenen Vielecks. 

4) In eben diesem Verhältnisse stehen die Flächenräumc der 
beiden Vielecke. 

Beweis. Erster Th eil. Aus der Congruenz der Drei- 
ecke CJX und CYL folgt CX == CY, .IX = LY und daher XG = GY, 
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folglich CK_LXY, und da OK — CJ, so berührt XV den Kreis 
in E, und es ist .IX = XE, ebenso KV = IjY. 

Zweiter Theil. Aus 206 und ISÜ. 

Oritter Theil. Aus der ISetraehtunp, das.s wenn der Um- 
fang des gegebenen Vielecks gleich ist g x JO, der des neuen 
2g X .IX oder XE ist. 

Vierter Theil. Aus der Betrachtung, dass die Flächeu- 
räume im zusammengesetzten Verhältniss ihrer Umfange und Perpen- 
dikel stellen (221) und dass hier die Perpendikel beider Vielecke 
dieselben sind , nämlich der Hadius des gegehoneu oder iunem 
Kreises. 

296. Zusatz 1. Die Seite eines um den Kreis beschrie- 
benen Vielecks ist kleiner als die eben eines sidclien, jedoch von 
halb so grosser Seitenzahl als des ersteren. 

296. Zusatz 2. Der Umfang und der Inhalt eines um 
den Kreis beschriebenen Vielecks sind gleichfalls kleiner als der 
Umfang und der Inhalt eines eben solchen Vielecks von halb so 
grosser Seitenzahl. 

290. Zusatz 3. Die Seite eines um den Kreis beschrie- 
benen Vielecks verhält sich zu der Seite eines i u den Kreis be- 
schriebenen von halb so grosser Seitenzahl wie der Radius zur 
Summe des Radius und des Perpendikels vom letztgenannten Vieleck. 

296. Zusatz 4 . Daher verhält sich die Seite des um den 
Kreis beschriebenen Sechsecks zur Seite des eingeschriebenen Drei- 
ecks wie R : .jR -1- R (286) = 2:3. 


Aus dem siebenten liiiclie, 

hamlelml 

Vom Umfange und Inhalte des Kreises. 

305. Erklärung. Wenn eine Grösse A durch stetes Wach- 
sen oder Sichvermindern einer andern Grosse U näher’und näher 
kommt, ohne jedoch dieselbe je erreichen oder ühertreffen zn kön- 
nen, so wird die letztere Grösse L die Grenze der ersteren A 
genannt, und zwar die Wachsthumsgrenze, wenn die Grösse 
A der Grenze L durch Ziinehraen, die Verminderungsgrenze 
aber, wenn die Grösse A der Grenze L durch Abnehmen immer 
näher kommt. 
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Aus dein siebenten Buche. 


305. Zusatü 1. Da die Grösse A durch besthndiges Bn- 
oder Abnehmen ihrer Grenze, der Grösse L, stets näher und näher 
kommt, so folgt hieraus, dass sie so lange vennehrt oder vermindert 
werden kann , dass sic von ihrer Grenze um weniger unterschieden 
ist , als irgend eine gegebene Grösse, wie klein diese äaeh sein möge, 
beträgt. 

Beispiele. 

1) Die Tangente AB fFig. 61.) ist die Verminderungsgren*« 
für alle Schneidende AF, AD u. s. w. , die von demselben Punktfc 
A nach dem hohlen Thcile des Umkreises gezogen werden können ; 
sie ist die Wachsthumsgrenze für alle Geraden AE, AK u. ». W-., 
welche hur bis an den ausgebogenen Thcil des Umkreises reichen. 

2) Der Bruch ist die Wachsthnmsgrenze von dem beliebig 
weit fortgefiihrten Decimalbruch 0,333333 . . . 

3) Die Zahl 1 ist die Wachsthnmsgrenze der beliebig weit 

fortgefiihrten geometrischen Reihe : 4 + i + i "l“ d" 

306. Erklärung. Wenn das Verhältniss zwischen zwei 
Grössen dem beständigen Verhältniss zwischen zwei andern Grössen 
durch Zu- oder Abnohmen mehr und mehr nahe kommt, so wird 
das letztere Verhältniss die Wachst hu ins- oder Vermin - 
derungsgrenze des ersteren genannt. 

Beispiele. 

1) Das Verhältniss ^2:1 ist die Wai-bstliumsgrenze fiir alle 
Zahlen, durch W'elche das Verhältniss zwischen der Diagonale ntid 
der Seite eines Quadrats ausgedrückt werden kann. 

2) Das Verhältniss 2 : yj'd ist die Verminderungsgrenze fiir 
die Zahlen, durch welche man das Verhältniss zwischen der Seite 
und dem llöhcnperpendikel einte gleicliseitigen Dreiecks aus- 
drücken kann. 

3) Das Verhältniss ^3 : 1 ist die Wachsthumsgrenze des Ver- 
hältnisses der Seite des in den Kreis beschlichenen gleichseitigen 
Dreiecks zum Radius, wenn man das Verhältniss in Zahlen ausdrückt. 

308.' Lehrsatz. Sind zwei Gri>B.sen gegeben, von denen 
die eine (L) he.ständlg, die andere (A) veränderlich ist, jedoch durch 
Vcrmelirnng oder Vermhideruiig der erstem GrösSe L mehr und 
mehr nahe gebracht werden kann , so dass sie von derselben um 
weniger, als irgend eine Grösse beträgt, unterschieden ist, so ist 
das Verhältniss der Gleichheit die Wachsthunw oder VerminderungB-* 
grenze des Verhältnisses der beiden Grössen; und umgekehrt. 
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Beweis. Gesetzt, es wSre Ij := A ± B, so wäre der Unter- 
schied zwischen beiden Griissen gleich einer bestimmten Zahl, was 
der Voraussetzung widerspricht, dass nämlich dieser Unterschied 
kleiner als irgend ein« gegebene Zahl sein soll. 

dÜ!l. Lehrsatz. Wenn eine und dieselbe Grösse (L) ent- 
weder die Waclisthums - oder die Verminderungsgrenze für andere 
Grössen (z. B. tiir A und B) ist, so ist das Verhältniss der Gleich- 
heit die Grenze des Verhältnisses dieser Grössen. 

Beweis. Das Verhiiltnias A:L ist endlich das der Gleich- 
heit , oder es ist endlich A : L = 1:1 (308) ; ebenso ist endlich 
B : L = 1:1, folglich zuletzt A : B = Irl, oder das Verhältniss 
A : B nähert sich mehr und mehr dem Verhältnisse der Gleichheit. 

310. Lehrsatz, Sind zwei Gröasen beide zugleich die 
Grenzen einer dritten, so ist ilur Verhältniss das der Gleichheit, d. h. 
sie sind gleich. 

Beweis. Ahs 3o9. 

31 L Lehrsatz. Wenn zwei Grössen A und B, beide 
zupelnnend oder beide abnehmend, stets dasselbe Verhältniss (a : b) 
zu einander behalten, sti ist dieses Verhältniss auch das Verhältniss 
ihrer Grenzen (L und 1). 

Beweis. Es sei A:B = a:b. Wenn nun nicht L ; 1 ac 
a : b wäre , so ist L : 1 entweder > oder < a : b. Ist L ; 1 a : b, 
dann ist L — . x : 1 = a : b = A : B. Wenn nun L und 1 die 
Wachsthumsgrenzen von A und B sind, so ist 1! < 1, folglich müaste 
auch A stets kleiner sein als L — x und könnte sich daher der 
Grenze L um weniger als um eine gegebene Grösse x nähern, 
was gegen den Begriff von Grenze streitet ; es kann also nicht sein: 
L : 1 > a : b. 

Wäre L : 1 < a : b, so ist L : 1 — x = a : b = A : B. Es ist 
aber A<L, mithin müsste auch B stets kleiner sein als 1 — x, 
was ebenfalls gegen den Begriff von Grenze streitet. Es kann 
daher auch nicht sein : L : 1 < a : b und folglich ist L : 1 = a : b. 

Wenn L und 1 die Vemiinderungsgrenzen sind, so ist das 
Haisonnement dasselbe. 

311. Zusatz. Wenn zwei veränderliche Grössen (A und B) 
beatändig dasselbe Verhältniss zu zwei unveränderlichen Grössen 
bgibehalton (A ; B = a: b), welche Vermehrung oder V'ermindemng 
ne aiich erfahren mögen, so stehen ihre Grenzen (L und 1) in 
demselben Verhältniss (a:b). 
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312. Lehrsatz. Wenn zwei Verhältnisse veränderlicher 
<Triissen (A und B, L und M) .stets {'leich bleiben, welche Ver- 
änderung durch Vermehrung oder A^erniinderung die Grössen auch 
erleiden mögen (d. h. wenn beständig A : B = L : , so sind die 

Verbältnisse ihrer Grenzen (a und b, 1 und mj ebenfalls gleich 
(d. i. a : b = 1 : m). 

Beweis. Da das V'erhältniss a: b die Grenze des Verhält- 
nisses A:B ist, so ist es auch die des Verhältnisses L:M (M'eil 
A:B = LIM); aber das Verhältniss 1 : in ist die Grenze des Ver- 
bältnisses L:M; es sind also a:b und 1 : in die Grenzen eines und 
des.sell)en Verhältnisses L : i\I , folglich a:b = l:m (310). 


313. Lehrsatz. Die Grenze eines aus zwei oder mehre- 
ren Verhältnissen (A:B und G:D) zusammengesetzteu Verhält- 
nisses i.st das aus den Grenzen (a : b und g : d) der einzelnen Ver- 
hältnisse zusammengesetzte Verhältniss. 

Beweis. Wenn A;B als Grenze hat a:b und G:D als 
Grenze hat g:d, so kommt A:B dem Verhältnisse a:b und G:D 
dem Verhältnisse g : d näher , als irgend eine gegebene Grösse be- 

A G a g 

frairen kann ; daher muss auch ^ X t. näher X kommen, 
® B D 1) u 

sl s 

als irgend eine gegebene Grösse betragen kann, d. h. "j~ 


A G 

muss die Grenze von -jj" X ^ 


sein. 


314. Lehrsatz. Der Umfang eines Kreises ist grös.ser ab; 
der irgend eines in denselben beschriebenen Vielecks uml kleiner 
als der Umfang irgend eines um denselben beschriebenen ; ebenso 
verhält es sich mit dem Inhalte des Kreises. 

Beweis. Der erste Th eil folgt aus 293, Zus. 1 und 2 und 
der zweite Theil aus 296, Zus. 1. 

315. Lehrsatz. Der Krei.sumfang ist die Grenze für alle 
in und um den Kreis beschriebenen Vielecke. Der Kadius ist die 
Grenze für die Perpendikel der in den Kreis beschriebenen regel- 
mässigen Vielecke. 

Beweis. Aus 293, 296 und 305. 

315. Zusatz. Achnliche in und um den Kreis beschriebene 
Vielecke kommen einander desto näher, jo länger die Verdoppelung 
der Anzahl ihrer Seiten fortgesetzt wird, und ihr letztes Verhältniss 
ist das der Gleichheit. 
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310. Lelirsatz. Die Umfange zweier ungleichen Kreise 
verlmlten eich zu einander wie ihre Durchmesser und also auch 
wie ihre Halbmesser. 

Beweis. Aus '278, 310, 313. 

310. Zusatz 1. Alle Kreise sind ähnliche Figuren. 

310. Zusatz 2. Aehnliche Bogen zweier ungleichen Kreise 
sind diejenigen, welche dasselbe Verhältniss zu ihren Umfängen 
und nnthin dasselbe Verhältniss zu ihren Halbmessern haben. 

310 Zusatz 3. Kbenso sind ähnliche Kreisabschnitte die- 
jenigen , deren Bogen sich wie die Umfiinge oder wie die Dnrch- 
inesser der ganzen Ivreise verhalten, und deren Sehnen daher auch 
dasselbe Verhältniss haben. 

319. Lehrsatz. Der Fläcbenramn eines Kreises ist die 
Grenze liir die Flächenräume aller in und um denselben beschrie- 
benen Vielecke. 

Beweis Aus 2!l3, 29G und 30.'>. 

320. Lehrsatz. Der Inhalt eines Kreises ist gleich dem 
Inhalte eines Dreiecks, dessen Grundlinie gleich dem Umfange und 
dessen Hiilie gleich dem Halbmesser des Kreises ist. 

Beweis. Das genannte Dreieck ist die Grenze für die so- 
widd in als um den Kreis beschriebenen Vielecke (117, 311, 315); 
aber der Kreis i.st auch die Grenze eben dieser Vielecke (319), 
woraus sich in Verbinilung mit 310 die Wahrheit der Behauptung 
des Lehrsatzes ergibt 

320. Zusatz 1. Will man den Inhalt eines Kreises durch 
Zahlen ausdrficken, so folgt mit Bezugnahme auf das in 203, Zus. 6 
Gesagte, wenn man im Allgemeinen den Kreisumfang, den Durch- 
messer = I gesetzt, durch n ausdrückt und ferner den Kadius eines 
besouderu Kreises mit R, den Durchme.s.ser mit D bezeichnet, dass 

der Inhalt dieses Kreises = lU/r = — — ist. 

4 

320. Zusatz 2. Der Inhalt eines Kreises verhält sich zu 
dem Inhalte des eingeschriebenen Qmidrates wie der halbe Umkreis 
zum Durchmesser (288, Zus. l) und zu dem umschriebenen Quadrate 
oder dem Quadrate des Durchmessers, wie der vierte Theil des 
Umkreises zum Durchmesser (288, Zus. 2). 

321. Lehrsatz. Der Inhalt eines Kreisausschnittes ist 
gleich einem Dreieck, dessen Grundlinie gleich dem Bogen des 
Ausschnittes, und dessen Hiilie gleich dem Halbmesser ist. 

6 * 
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Beweis. Aus der Betrachtung, dass der Bogen die Grenze 
für die Summe der Grundlinien der in den Kreisaussc.linitt be- 
schriebenen gleichschenkeligen Dreiecke und der Kadins die Grenze 
l'iir die Höhen denselben ist. 

322. Lehrsatz. Ungleiche Kreise haben dasselbe Verlmlt- 
niss zu einander wie die Quadrate ihrer Durchmesser. 

Beweis. Aus 316 und 320. 

322. Zusatz 1. Man kennt stets das Verhältnis» zweier 
Kreise zu einander , wenn ihre Durchmesser bekannt sind , und 
inan kann daher Kreise beschreiben, welche ein bestimmtes Ver- 
hältniss zu einander haben. 

322. Zusatz 2. Wenn man über der Hypotenuse und 

über den beiden Katheten eines rechtwinkeligen Dreiecks als Durch- 
messern Kreise beschreibt, so ist die Summe der beiden über den 
Katheten beschriebenen Kreise gleich dem über der Hypotenuse 
beschriebenen Kreise. Man kann daher einen Kreis beschreiben, 
welcher gleich einer beliebig gegebenen Zahl von Kreisen ist. 

323. Lehrsatz. Wenn man über der Hypotenuse und 
den beiden Katheten eines rechtwinkeligen Dreiecks Halbkreise be- 
schreibt , und zwar nach derselben Seite hin , so dass also die bei- 
den letzteren den ersteren schneiden , so sind die beiden Monde F 
und G (Fig. 72.) zusammen .so gross als das Dreieck. 

Beweis. Aus 322, Zus. 2. 
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